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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beinhaltet neben zahlreichen Beweisen und Analysen zwei effizi-
ente Algorithmen fiir Probleme, die sich im Allgemeinen nur mit erheblichem
Rechenaufwand bewiltigen lassen. Der erste Algorithmus (von dem wir drei
Varianten untersuchen) dient zur Losung von Partitionierungsaufgaben in
Graphen, der zweite behandelt das Problem Max3Sat.

Ein Graph besteht aus einer Menge V' = {1,...n} von Knoten und ei-
ner Menge E von Kanten. Zwei Knoten v und v koénnen durch eine Kante
{u,v} verbunden werden, um eine Bezichung zwischen beiden Knoten aus-
zudriicken. Beim Partitionieren von Graphen geht es nun darum, gewisse
Unregelméafligkeiten innerhalb des Graphen zu finden und die Knoten an-
hand gemeinsamer Merkmale zu gruppieren. Der Graph in Abbildung 1.1(a)
scheint auf den ersten Blick keinerlei Besonderheiten zu haben. Nach geeig-
neter Umordnung der Knoten erweist sich dieser Eindruck jedoch als falsch.

(a) ungeordnet (b) partitioniert

Abbildung 1.1: Beispielgraph
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Die Knoten kénnen so in drei Gruppen aufgeteilt werden, dass innerhalb
der Gruppen keine Kanten verlaufen. Es ist damit moglich, jedem Knoten
des Graphen eine Farben zu geben, so dass benachbarte Knoten verschiedene
Farben haben. Der Graph ist 3-farbbar.

Algorithmen, die solche Farbungen finden, spielen u. a. im Compilerbau
bei der Registeroptimierung eine Rolle. Werden zwei Variablen gleichzeitig
gebraucht, konnen sie nicht im gleichen Register abgelegt werden. Abstrakt
gesehen, sind die Variablen die Knoten eines Graphen. Zwei Knoten werden
nun durch eine Kante verbunden, wenn die zugehorigen Variablen gleichzei-
tig gebraucht werden. Ist der konstruierte Graph k-farbbar, dann kénnen die
Variablen so auf k Register aufgeteilt werden, dass keine Kollisionen auftre-
ten. Die Aufteilung auf die Register entspricht der Farbung des Graphen:
Jede Farbe symbolisiert ein Register.

Zu entscheiden, ob ein gegebener Graph k-farbbar ist, ist fiir alle £ > 3
NP-vollstéindig. Eine Konsequenz davon ist, dass kein effizienter Algorithmus
bekannt ist, der zu jedem gegebenen 3-farbbaren Graphen eine 3-Farbung
findet. Solche Aussagen beziehen sich aber nur auf worst-case-Instanzen des
Problems, also zunéchst nur auf einen kleinen, recht speziellen Teil aller Gra-
phen.

Es stellt sich die Frage, ob derartige Probleme auch fiir die Graphen
schwierig sind, die in der Praxis vorkommen. Eine Moglichkeit, diese Frage
zu beantworten, besteht darin, das Verhalten von Algorithmen auf zufalli-
gen Graphen zu untersuchen. Graphen entstehen natiirlich nicht komplett
zufillig, aber oftmals sind die Abhéngigkeiten zwischen den Kanten recht
gering, sodass dieses Vorgehen plausibel ist.

Einerseits konnte man den average-case von Algorithmen abschétzen, die
im worst-case eine exponentielle Laufzeit haben, andererseits kann man Po-
lynomialzeitalgorithmen betrachten und untersuchen, wie gut diese die opti-
male Losung des Problems (z. B. das Finden der Farbung) approximieren.
Wir konzentrieren uns auf Letzteres.

Um verwertbare Aussagen treffen zu kénnen, bedarf es eines geeigneten
Modells fiir Zufallsgraphen, das ,,reale” Graphen moglichst gut widerspiegelt.
Eine héufige Grundlage ist das G, ,-Modell. Hier wird jede der (g) ~n?/2
moglichen Kanten unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p in den Graphen ein-
gefiigt. Der generierte Graph enthélt also erwartungsgemif ~ p - n?/2 viele
Kanten. So erzeugte Graphen haben jedoch im Allgemeinen keine besondere
Struktur, da sdmtliche Kanten gleichméfig {iber den Graphen verteilt wer-
den. Dadurch miissen Partitionierungsalgorithmen bei diesen Zufallsgraphen
versagen.

Damit der Graph also eine Struktur enthélt, die dann gefunden wer-
den kann, pflanzt man eine solche ein. Dafiir wird das Modell erweitert und



man lisst verschiedene Kantenwahrscheinlichkeiten zu. Fiir einen k-farbba-
ren Graphen werden werden die Knoten zunéchst willkiirlich in & Gruppen
(die Farbklassen) eingeteilt. Anschlieend werden Kanten, die Knoten aus
verschiedenen Farbklassen verbinden, mit Wahrscheinlichkeit p eingefiigt. In-
nerhalb der Gruppen werden jedoch keine Kanten generiert. Die Kantenwahr-
scheinlichkeit ist hier 0. Ein so generierter Graph ist in jedem Fall k-farbbar.
In der Analyse priift man dann Algorithmen auf ihre Fahigkeit, die einge-
pflanzte Féarbung zu finden.

Kucera analysierte in [Ku¢77] einen einfachen Greedy-Algorithmus zum
Féarben von Graphen. Er wéhlte obiges Modell und konnte zeigen, dass der
Algorithmus bei derartigen Zufallsgraphen mit hoher Wahrscheinlichkeit op-
timale Ergebnisse liefert, also eine Farbung mit nur £ Farben gefunden wird.

Die Formulierung ,,mit hoher Wahrscheinlichkeit® (mhW.) bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass die Wahrscheinlichkeit gegen 1 geht, wenn n
grofl wird. Diese Wahrscheinlichkeit bezieht sich jedoch nur auf den Graphen,
denn der Algorithmus selbst ist deterministisch.

Ein in diesem Modell erzeugter Graph hat also mhW. die Eigenschaft,
durch den Algorithmus optimal gefiarbt zu werden. Aufgrund der worst-case-
Annahmen {iber die Schwierigkeit des Problems, kann man nicht erwarten,
dass alle Graphen diese Eigenschaft haben. Bei Analysen von Algorithmen
auf zufilligen Eingaben muss man also immer eine Restwahrscheinlichkeit
akzeptieren, dass der Algorithmus auf dem generierten Graph versagt. Man
ist jedoch zufrieden, wenn diese Wahrscheinlichkeit mit wachsender Knoten-
zahl gegen 0 geht. Alle in diesem Kapitel erwidhnten Algorithmen haben eine
derart kleine Wahrscheinlichkeit zu versagen.

In [Kuc77] war gefordert, dass es sich bei p um eine Konstante handelt,
also p unabhéngig von n ist. Die typischen Graphen dieses Modells besit-
zen jedoch sehr viele Kanten. Die meisten der (g) moglichen Kanten werden
mit Wahrscheinlichkeit p = konstant eingefiigt. Dadurch liegt die Kanten-
zahl |E| in der GroBenordnung n?. Reale Graphen“ dagegen haben meist
deutlich weniger Kanten, oft sogar < C'-n (C' = konstant) viele. Um brauch-
bare Aussagen fiir praktische Anwendungen zu erhalten, ist es also notig, die
Kantenwahrscheinlichkeit p zu verringern.

An dieser Stelle setzt der [-Pfad-Algorithmus von Blum und Spencer
[BS95] an. Dieser funktioniert bereits, wenn der Graph > n® - n (¢ ist ei-
ne beliebig kleine positive Konstante) viele Kanten hat. Den Sprung in den
linearen Kantenbereich (also |E| < C - n) schaffte erst der Farbungsalgo-
rithmus von Alon und Kahale [AK97]. Dieser Ubergang ist oft besonders
schwierig, denn bei diesen diinnen Zufallsgraphen treten Effekte auf, die in
dichteren Zufallsgraphen mit |E| > logn - n nicht vorhanden sind. Solche
Effekte werfen oft grofle Probleme bei der Algorithmenanalyse auf, wie auch
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wir spéter sehen werden.

Partitionieren umfasst jedoch mehr als nur das Einfarben von Graphen.
Auch beim Problem der minimalen Bisektion miissen die Knoten des Gra-
phen gruppiert werden. Das Ziel dabei ist, zwei gleichgrofle Gruppen zu bil-
den, so dass die Anzahl der Kanten zwischen beiden Gruppen moglichst klein
ist. Das gemeinsame Merkmal der Knoten in beiden Mengen ist die verhalt-
nisméaflig geringe Anzahl von Nachbarn in der jeweils anderen Menge. Diese
Aufgabe bzw. ihre Erweiterung auf k£ > 2 spielt bei der parallelen Program-
mierung eine wichtige Rolle; eine weitere Anwendung ist die Verteilung von
Gattern beim Chipdesign.

Wenn ein Problem parallel gelést werden soll, zerlegt man es in n kleine-
re Teilprobleme und verteilt diese auf k£ Rechner. Mitunter ist zur Losung
der Teilprobleme eine gewisse Kommunikation zwischen ihnen nétig. Da
die Kommunikation zwischen Rechnern oft linger dauert als innerhalb ei-
nes Rechners, ist man daran interessiert, die Kommunikation zwischen den
Rechnern zu minimieren. Stellen wir uns die Teilprobleme als Knoten eines
Graphen vor. Wir verbinden zwei Knoten durch eine Kante, wenn die ent-
sprechenden Teilprobleme miteinander kommunizieren miissen. Unser Ziel ist
jetzt die Aufteilung der n Knoten in k gleichgrofie Gruppen, so dass méglichst
wenige Kanten zwischen den Gruppen verlaufen.

Leider sind auch fiir diesen Spezialfall der Partitionierung keine effizien-
ten Algorithmen bekannt, die auf allen Graphen optimale FErgebnisse liefern.
Analysen fiir zuféllige Graphen wurden z. B. in [Bop87] und [CO05] gemacht.
Wiéhrend in zuerst genannter Arbeit |F| > Inn - n sein muss, geniigt in letz-
terer |E| > C - n. Dariiber hinaus findet der Algorithmus in [CO05] nicht
nur einen gute Ndherung an die optimale Losung, sondern zertifiziert mhW.
sogar deren Optimalitét.

Zahlreiche weitere Partitionierungsprobleme sind im worst-case ebenfalls
nur mit sehr hohem Aufwand losbar, wihrend es Polynomialzeitalgorithmen
gibt, die auf zufélligen Eingaben nahezu optimale Losungen finden.

Damit nicht fiir jedes einzelne Partitionierungsproblem ein eigener Al-
gorithmus entworfen werden muss, sucht man nach Verfahren, die die Kno-
ten gruppieren, ohne die konkreten gemeinsamen Merkmale zu kennen. Das
heifit, dass der Algorithmus im Idealfall ausschliefllich den Graphen kennt,
aber keine Information dariiber hat, ob eine Farbung, eine minimale Bisek-
tion oder Ahnliches gefunden werden soll. Diese adaptiven Algorithmen sind
dadurch motiviert, dass man auf der Suche nach Auffilligkeiten nicht unbe-
dingt schon im Vorfeld genau weifl, welche Eigenschaft die Knoten in den
Gruppen gemeinsam haben oder wie viele Gruppen es iiberhaupt gibt.

Fiir dieses allgemeine Partitionierungsproblem wurde in [CK01] ein Algo-
rithmus vorgestellt, der die gepflanzte Partition rekonstruieren kann, wenn



|E| > n'® ist. Das in [CK01] benutzte Modell war relativ unflexibel und
wurde [McS01] von McSherry erweitert: Die Knoten V' werden in k& Gruppen
Vi, ..., Vi unterteilt und Kanten zwischen V; und V; werden mit Wahrschein-
lichkeit p;; eingefiigtm. McSherry konnte zeigen, dass sein Algorithmus mhW.
korrekt partitioniert, solange jedes p;; > log® n/n ist, was zu |E| > log®n-n
fithrt. 2006 gelang es Coja-Oghlan McSherrys Resultat zu verbessern. Der
in [CO06] vorgestellte Algorithmus ist in der Lage, eingepflanzte Partitionen
auch dann zu finden, wenn der eingegebene Graph nur C' - n viele Kanten
hat.

Alle bis hierher vorgestellten Algorithmen haben eine Gemeinsamkeit: Ih-
re Wirksamkeit — die Rekonstruktion der eingepflanzten Partition Vi, ...,V —
wird in einem Modell fiir Zufallsgraphen nachgewiesen, das auf G, ,, basiert.
Alle Kanten zwischen V; und V; werden mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit p;; eingefiigt. Eine Konsequenz daraus ist, dass alle Knoten der gleichen
Menge V; die gleiche erwartete Anzahl von Nachbarn haben. Wie sich heraus-
gestellt hat, ist dies ein recht ungewohnliches Verhalten, das ,,reale” Graphen
eher selten aufweisen.

Betrachten wir beispielsweise den Graphen des www. Dort wird auf be-
stimmte Domains (z. B. microsoft.com, kernel.org) sehr héufig verlinkt,
wéhrend der Grofteil der Seiten (u. a. die Mehrzahl der privaten Homepages)
Ziel nur weniger Verweise sind. Dies ist jedoch keine Auffilligkeit im Sinne
der Partitionierung, sondern eine natiirliche Entwicklung, die wenig iiber-
rascht. Eine interessante Struktur hingegen wére folgende: Wir betrachten
eine kleine Menge S von Domains. Wéahrend kaum Links von auflerhalb in S
hineinzeigen, sind sehr viele Links innerhalb von S.

Dies kann bedeuten, dass die Seiten ein gemeinsames Thema behandeln,
das den Rest der (Netz-)Welt kaum interessiert. Es kann sich aber auch um
,ouchmaschinen-Spamming“ handeln.

Suchmaschinen bewerten Webseiten, damit wichtige Seiten bei Sucher-
gebnissen moglichst weit vorn stehen. Dabei spielt es auch eine Rolle, wie oft
(und von wem) auf eine Seite verwiesen wird (siehe z. B. Googles PageRank
in [BMPW99]). Zur Manipulation der Seitenbewertung erzeugen Seitenbe-
sitzer mitunter kiinstlich Linkstrukturen, sogenannte Linkfarmen: Es werden
zahlreiche Seiten erstellt, die eigens dazu dienen, viele eingehende Links auf
eine , Hauptseite* zu erzeugen, damit diese in den Suchergebnissen moglichst
weit vorn einsortiert wird. Da die Besitzer aber keinen Einfluss auf den Rest
des www haben, erhalten sie nur wenige Links von auflerhalb der Linkfarm.

Unabhéngig davon, ob man eine Menge von Webseiten inhaltlich struk-
turieren oder Linkfarmen erkennen will, sucht man in beiden Féllen nach

IFalls ¢ = j ist, bedeutet das ,,innerhalb von V;“.
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Knotengruppen, die sehr viele Verbindungen innerhalb der Gruppe aber nur
wenige Nachbarn auflerhalb der Gruppe haben.

Aufgrund der starken natiirlichen Unterschiede in den Knotengradenﬁ
werden Graphen wie der des www nur schlecht von G,, p-basierten Modellen
erfasst. Ein Ausweg ist die Erweiterung des Modells, so dass solche Gra-
phen besser modelliert werden. Leider funktionieren die bisher vorgestellten
Algorithmen dann nicht mehr [MP02].

Dasgupta, Hopcroft und McSherry présentierten in [DHMO04] einen Algo-
rithmus, der in einem weitaus allgemeineren Modell mhW. erfolgreich parti-
tioniert, solange |E| > log®n - n ist. Wir benutzen das gleiche Modell und
erliutern es in Abschnitt [2.1] ausfithrlich. Das Resultat von Dasgupta et al.
verbessern wir in zwei Schritten.

Im ersten Schritt heben wir die Restriktion |E| > log®n - n auf und
zeigen, dass unserem Algorithmus |E| > C - n geniigt. Damit beantworten
wir die in [DHMO04] gestellte offene Frage, nach der Existenz eines solchen
Algorithmus, positiv. Sowohl der Algorithmus in [DHMO04] als auch der in
Abschnitt [2.3] vorgestellte bendtigen (abgesehen vom Graphen selbst) noch
weitere Eingaben. Bei diesen handelt es sich um Parameter des Zufallspro-
zesses, die in der Realitdt nicht zu Verfiigung stehen. Beide Verfahren sind
also aus Anwendungssicht zunéchst unbrauchbar.

In Kapitel 3/gelingt es uns aber, unseren Algorithmus weiterzuentwickeln,
so dass er aufler dem Graphen keinerlei Eingaben benotigt. Trotzdem rekon-
struiert er eine — nach unserem Modell eingepflanzte — Partition mhW. fast
vollsténdig.

Im letzten Kapitel wird ein Problem aus der Aussagenlogik behandelt.
Die Variablen einer aussagenlogischen Formel kénnen die Werte ,, wahr* (=1)
und ,falsch® (=0) annehmen. Diese Variablen werden in einer Formel durch
beliebige Boole’sche Funktionen miteinander verkniipft, z. B.

F=((x; V) Nw3) = —xy .

Bei einer gegebenen aussagenlogischen Formel zu entscheiden, ob es eine
Belegung der Variablen gibt, so dass die Auswertung der Formel unter dieser
Belegung ,, wahr* ergibt, d. h. ob die Formel erfiillbar ist, zahlt ebenfalls zu
den N'P-vollstindigen Problemen.

Aussagenlogische Formeln finden in vielen Bereichen Anwendung, etwa
bei der automatisierten Planung in der kiinstlichen Intelligenz [KS92] oder
auch bei der formalen Verifikation von Hard- und Softwaresystemen. EDA-
Tools? benutzen sie intern, um die Aquivalenz von verschiedenen Chipbe-

2Der Grad eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachbarn.
3Electronic Design Automation



schreibungen (z. B. Register-Transfer-Logik < Gatterdarstellung) zu iiber-
priifen.

Algorithmisch angenehmer, wenn auch nicht einfacher beziiglich der Kom-
plexitét, sind Normalformen zu behandeln. Jede solche aussagenlogische For-
mel lésst sich in Polynomialzeit in eine konjunktive Normalform, die 3KNF
iiberfithren. Eine 3KNF enthélt Klauseln, die jeweils UND-verkniipft sind.
Innerhalb der Klauseln sind genau 3 Literale (= negierte oder nicht-negierte
Variablen) durch ein logisches ODER verkniipft. Formel in 3KNF werden
auch oft 3Sat-Formeln genannt. Sat steht dabei fiir satisfiability, also Erfiill-
barkeit.

Die folgende Formel ist eine 3KNF mit n = 4 Variablen und m = 3
Klauseln

F:(Il\/1‘2\/_‘1’3)/\(.T4\/_‘.T2\/1’1>/\(I1\/I4\/.T2).

Die Entscheidung, ob eine gegebene 3Sat-Formel erfiillbar ist, ist ebenfalls
NP-schwer. Unklar ist aber wieder, ob diese Formeln auch im ,,typischen®
Fall schwierig zu behandeln sind.

Um zufillige Formeln zu generieren und zu analysieren, wird oft das
Form,, 3 ,-Modell benutzt. Hier wird eine 3Sat-Formel mit n Variablen ge-
neriert und jede mogliche Klausel unabhéngig von allen anderen mit Wahr-
scheinlichkeit p eingefiigt. Ist eine Formel F' nach dem Form,, 3 ,-Modell ge-
neriert, schreiben wir F' € Form,, 3 .

Die Erfiillbarkeit von F' € Form,, 3, héngt vor allem von p ab. Friedgut
zeigte in [Fri99] unter anderem, dass Form,, 3, einen scharfen Ubergang hat:
Es gibt ¢3 = ¢3(n) mit ¢ < konstant, so dass F' € Form,, 3, mhW. erfiillbar
ist, wenn die Anzahl der Klauseln m < (1 —¢)cs - n ist und mhW. unerfiillbar
ist, wenn m > (1 +¢)cs - n ist.

Mehrere Arbeiten beschéftigten sich mit diesem Schwellenwert c3. Die
besten bewiesenen Schranken an ¢z sind 3.52 < ¢3 < 4.52, vgl. [HS03,
DBMO00, KKLO03]. Die Beweise fiir die obere Schranke an ¢z sind nicht-
algorithmisch, so dass sie kein Verfahren liefern, das die Unerfiillbarkeit von
F € Form,, 3, fiir p = O(1/n?) zeigt.

Fiir groBlere Werte von p existieren jedoch Verfahren, die mhW. einen Be-
weis fiir die Unerfiillbarkeit der gegebenen Formel F' € Form,, 3, liefern (Ta-
belle[1.1). Das heifit, diese Verfahren antworten entweder mit , unerfiillbar“
oder mit ,,weifl nicht“. Erstere Antwort geben sie mit hoher Wahrscheinlich-
keit; in jedem Fall ist die gegebene Antwort aber korrekt.

Uber die reine Erfiillbarkeit hinaus interessiert man sich dafiir, mit wel-
cher der 2" moglichen Belegungen die meisten der Klauseln erfiillt werden.
Dieses Problem wird Max3Sat genannt.
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Fu p=Q(1/n) [Fu95|
Beame, Karp, Pitassi, Saks p = Q(1 /(n logn)) [BKPS9S|
Friedman, Goerdt p = Q(n°/n'?) [FGO1]
Goerdt, Lanka p = Q(In°n/n'?) [GLO03]
Feige, Ofek p=Q(1/n') [FO04]

Tabelle 1.1: I’ € Form,, 3, als unerfiillbar zertifizierbar.

Bei einer Formel, die in jeder Klausel genau drei verschiedene Literale
enthélt, kann mit einfachen Greedy-Methoden eine Belegung gefunden wer-
den, die mindestens 7/8 - m Klauseln erfiillt.

Interessanterweise ist dies auch das beste Ergebnis, das in Polynomial-
zeit garantiert werden kann. In [Has01] hat Hastad gezeigt, dass es N'P-
vollstandig ist, zwischen den Formeln in 3KNF zu unterscheiden, die erfiill-
bar sind und denen, die zu (7/8 + ¢) - m erfiillbar sind, egal wie klein die
positive Konstante ¢ ist. So sind keine effizienten Algorithmen bekannt, die
die Giite der gefundenen 7/8 - m-Losung bewerten kénnen.

Abbildung[1.2| zeigt exemplarisch den Anteil der erfiillbaren Klauseln fiir
F ¢ Form,, 3, bei wachsendem p. Die waagerechte Linie entspricht dem , Ga-
rantieanteil von 7/8.

n=25——
100

80 [ N

Abbildung 1.2: Erfiillbarer Anteil von F' € Form,, 3, mit p = ¢/n?.

Mit einfachen probabilistischen Argumenten kann gezeigt werden, dass
die Kurve asymptotisch gegen 7/8 geht. Eine typische Formel aus Form,, 3,
ist also im Fall m/n — oo mhW. nur zu ca. 7/8 - m erfiillbar.

Nun kann man zwei Wege gehen. Einerseits kann man &hnlich wie bei



den besprochenen Partitionierungsproblemen eine erfiillende Belegung in F' €
Form,, 5, hineinpflanzen. Dieses Szenario untersuchte Flaxman in [Fla03] und
kam zu dem Schluss, dass die erfiillende Belegung mhW. gefunden werden
kann, wenn p = Q(1/n?) ist.

Andererseits kann man auch versuchen, algorithmisch eine obere Schran-
ke an die Anzahl der erfiillbaren Klauseln zu finden. Dies scheint schwieriger
als der erste Weg zu sein, denn wéihrend es dort reicht, die erfiillende Bele-
gung anzugeben, muss man bei zweiterem zeigen, dass keine Belegung mehr
Klauseln erfiillt als vom Algorithmus angegeben. Wir wollen den zweiten Weg
gehen.

Es existieren einige ,, Algorithmen® fiir Max3Sat und F' € Form,, 3, z. B.
[VKO02, Int04], die solche Schranken angeben. Allerdings gilt: Die Antwort der
Algorithmen ist nur mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt. Sicherheit bieten
diese Verfahren also nicht.

Solche Algorithmen sind fiir uns nicht von Interesse, denn wir wissen
von vornherein, dass eine Formel F' € Form,, 3, fiir m/n — oo mit hoher
Wahrscheinlichkeit nur zu einem Anteil von ca. 7/8 erfiillbar ist. Damit liefern
uns die Algorithmen [VKO02] und [Int04] keine neuen Informationen iiber die
gegebene, konkrete Formel.

Wir interessieren uns daher fiir Algorithmen, deren Antwort stets korrekt
ist. In Kapitel 4.2 zeigen wir einen Algorithmus, der genau das leistet: Bei ei-
ner gegebenen Formel F' € Form,, 3, mit p > log*(n)/n'® findet der Algorith-
mus mhW. einen Beweis, dass keine Belegung mehr als 7/8-m-(14-4/1n%% n)
Klauseln der Formel erfiillt. Beachte, dass dieser Wert nahezu optimal ist.

Mithilfe dieses Algorithmus konnen wir (zumindest fiir die allermeisten
Formeln) in Polynomialzeit zeigen, dass die vom Greedy-Algorithmus gefun-
dene Belegung im Wesentlichen optimal ist.
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Kapitel 2

Partitionierung

2.1 Das Modell

Das von uns benutzte Modell basiert auf dem Chung-Lu-Modell aus [CL02].
Im Chung-Lu-Modell wird ein Graph folgendermaflen generiert. Jeder Kno-
ten u € V erhélt ein individuelles, positives Gewicht w,,. Das Durchschnitts-
gewicht bezeichnen wir mit w = ) ., w,/n. Die Kante {u,v} wird dann
unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit

Wy, *+ Wy _wu'wv

Zu’EV Wy w-n

in den Graphen eingefiigt. Dabei sollen alle Kantenwahrscheinlichkeiten < 1
sein. Dies ist sichergestellt, wenn alle Gewichte < v/ - n sind.

Es verringert den technischen Aufwand der nachfolgenden Analysen, dass
wir auch Schlingen zulassen. Wir zéhlen eine Schlinge bei Knoten u beim
Grad d, mit 1. Alle Ergebnisse lassen sich jedoch genauso erzielen, wenn
Schlingen verboten sind.

Wir sehen, dass Kanten zwischen Knoten mit hohem Gewicht bevorzugt
in den Graphen eingefiigt werden, da der Zihler in obigem Bruch dann grofler
ist, wihrend der Nenner gleich bleibt. Die erwartete Anzahl von Nachbarn
von Knoten u (bezeichnet durch w],) entspricht genau seinem Gewicht:

Wy * Wy ZUEV Wy

=Wy = — = w,.
veV ZU/EV Wy

w; =E[d,] =
Zu’EV Wy

Das ist der Grund, warum bei diesem Modell von ,, Zufallsgraphen mit vor-
gegebenen erwarteten Graden“ gesprochen wird. Jedem Knoten kann ein
eigener erwarteter Grad zugeteilt werden. Mit w = (wy, ..., w,) spricht man

11
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auch vom G(w)-Modell. Es ist zu beachten, dass das klassische G, ,-Modell
ein Spezialfall von G(w) mit w, = p - n fir alle u € V ist.

Wir modifizieren das Modell nun und pflanzen auf natiirliche Weise eine
Partition in den Graphen. Dazu teilen wir V' willkiirlich in £ disjunkte Teil-
mengen Vi, ..., Vi auf. AuBerdem wahlen wir uns eine symmetrische k x k-
Matrix D mit nichtnegativen Eintrégen d;;. Fir zwei Knoten v € V; und
v € V; wird die Kante {u,v} von nun an mit Wahrscheinlichkeit

Wy, = Wy

w-n

eingefiigt. Das heifit, durch grole Werte fiir d;; werden Kanten zwischen V;
und V; bevorzugt, wéhrend Werte < 1 fiir d;; solche Kanten beim Einfiigen
benachteiligen.

Wir konnen auf diese Weise eine Vielzahl von Partitionierungsproble-
men modellieren. Sollen beispielsweise k-fiarbbare Graphen generiert werden,
geniigt es d;; = 0 zu wéhlen. Dadurch werden keine Kanten innerhalb der V;
eingefiigt, sondern nur zwischen den Mengen.

Zur Generierung von Graphen mit einer auffillig dichten Menge, konnte
man beispielsweise k = 2 sowie

2 1
p=(i 1)
wéhlen. Innerhalb von V; befinden sich dann im Erwartungswert doppelt
so viele Kanten als bei dem entsprechenden Zufallsgraphen ohne gepflanzte
Partition.

Die d;; skalieren die Kantenwahrscheinlichkeiten, wodurch auch der er-
wartete Grad w!, von Knoten u &ndert. Sei u € V;, dann ist

k

k
w;:E[du}:ZZdij,w%“:v :mw.un_zzdij.wv'

Jj=1 veVj; j=1 veVj;

Wir bezeichnen mit @’ den mittleren erwarteten Grad, also >, .\ w; /7.

Um eine zuverldssige Partitionierung gewihrleisten zu kénnen, miissen
wir die Freiheiten des Modells leicht einschrénken. Falls eine Menge V; zu
wenige Knoten enthélt, wird es kaum moglich sein, diese in einem riesigen
Graphen wiederzufinden. Daher sollen alle Mengen lineare Grofie haben, d. h.
|V;| > dn fiir alle i und eine beliebig kleine positive Konstante §. Da wir unter
dieser Bedingung ohnehin nur eine konstante Anzahl (< 1/J) von Mengen V;
bilden kénnen, nehmen wir an, dass k ebenfalls konstant ist.
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Weiterhin nehmen wir an, dass die Matrix D konstante (von n unabhéngi-
ge) Eintrége hat, sowie vollen Rang besitzt. Inwieweit diese Forderungen
abgeschwicht werden konnen, diskutieren wir in Abschnitt 3.3.

Bei den Gewichten miissen ebenfalls kleinere Einschrankungen gemacht
werden:

1. e-w<w, <n'~® fiir e > 0 beliebig, aber konstant und alle u € V.
2. w>d=d(e,D,0)

Punkt 1. sichert, dass kein Knotengewicht deutlich unter w liegt. Die obe-
re Schranke an das Gewicht verhindert, dass gleichzeitig Knoten mit kleinem
(=konstantem) Gewicht und Knoten mit Gewicht nahe an n vorhanden sind,
da dieser Fall die Analyse sehr behindert. Falls alle Gewichte > logn sind,
kann auf die obere Schranke verzichtet werden.

w > d=d(e,D,J). Der Wert von d hingt also von den vorherigen Kon-
stanten ab. Je kleiner £, § und die Eintrédge in D sind, desto grofer ist d
(bleibt aber unabhéngig von n). Das folgende Lemma, dessen Beweis wir
zuriickstellen, fasst einige elementare Eigenschaften unseres Modells zusam-
men.

Lemma 1.

1. Seien uy,us zwei Knoten aus der gleichen Menge der gepflanzten Par-
tition. Dann gilt wy, /w, = wy,/w,,.

2. Fir C =C(D,e,0) = konstant und groff genug gilt 1/C < w,/w, < C
fir alleuw e V.

3. Der mittlere erwartete Grad w' =3 ., w;,/n von G ist ©(w).

Da w, /w!, fiir alle u € V; gleich ist, kiirzen wir ab:
W, = w,/w,, = O(1) und W =w/w = 0(1). (2.1)

Diese Gleichungen zeigen, dass wir im Wesentlichen noch immer die erwartete
Gradsequenz wf, ..., w! durch die Gewichte wy, ..., w, vorgeben kénnen.

Insbesondere ist es moglich, Gradsequenzen mit sogenanntem heavy-tail
zu erzeugen. Dazu zahlt unter anderem das power-law: Die Anzahl der Kno-
ten mit Gewicht w, ist dabei proportional zu n - w,™”, wobei 3 konstant
ist. Die Gradsequenz vieler sozialer oder auch biologischer Netzwerke folgt
einem power-law mit 2 < § < 3. Fiir weitere Details verweisen wir auf die in
[CLVO03] zitierten Artikel und [DMO03].

Fiir # > 2 hat die Gradsequenz einen konstanten Mittelwert d und ein
groBer Anteil von Knoten hat einen Grad > d bis hin zu n/?. Wir weisen
darauf hin, dass gerade dieser interessante Fall von unserem Modell trotz der
gemachten Einschriankungen erfasst wird.
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Beweis von Lemma!l.
Wir zeigen die Punkte 1. und 2. exemplarisch fiir u, us € V4, also fiir die
erste Menge unserer Partition. Sei u € V; beliebig, dann haben wir

E[d,] :ZZdU-wi.w”

Jj=1 veV;

Division durch w, > 0 ergibt

W' k

Yy Z Z (2.2)

Die rechte Seite ist unabhéngig von u, was Punkt 1. beweist.
Wir kommen zu Punkt 2. Da w, > ¢ - w fiir alle v € V, gilt mit

IS WIS ED STRIIEETS o

Jj=1veV;

Da kein d;; negativ ist, gilt Z?Zl dij; > 0. Gleichheit kénnen wir ausschliefen,
da D sonst eine 0-Zeile enthielte und somit D’s Rang < k wiére. Also ist
Z§:1 dy; > 0 und

w, Jw, >1/C

fiir eine grofie positive Konstante C' = C'(D, ¢, §). C ist aber unabhéngig von
der Wahl der Gewichte wy,...,w, und auch von n. Wenn wir (2.2) noch
einmal benutzen, erhalten wir

= max{dlj} < C
wu J
j=1 'UGV

fir C' = C(D) grof genug. Punkt 3. folgt unmittelbar aus Punkt 2. O]

2.2 Notation

An dieser Stelle sammeln wir grundsétzliche Notationen, die wir im Folgen-
den oft benotigen.

1. log- bezeichnet den Logarithmus zur Basis 2, falls keine andere Basis
angegeben ist.
2. ||-|| ist die lo-Norm eines Vektors oder einer Matrix.
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3. Die Transponierte einer Matrix (oder eines Vektors) M schreiben wir

als M?.

4. Stehen zwei Vektoren vy, vy senkrecht aufeinander, schreiben wir v; L
Va.

5. Fiir Vektoren vy, ..., vy bezeichnet (vy, ..., v;) den von diesen Vektoren

aufgespannten Unterraum.

Fiir einen Unterraum S ist S+ das orthogonale Komplement von S.

Wir kiirzen (1,...,1)" durch 1 ab.

Die z-te Koordinate eines Vektors v ist mit v(z) bezeichnet.

Fir X C N und einen Vektor v erhdlt man vy aus v, indem man

v(x) := 0 setzt, falls z ¢ X.

10. Fiir eine Matrix M und X,Y C N ist die durch X und Y induzierte
Untermatrix durch My yy bezeichnet. Mit anderen Worten wird My «y
aus M konstruiert, indem alle Zeilen x mit z ¢ X und alle Spalten y
mit y ¢ Y aus M geldoscht werden. Fiir einen Vektor v ist vy analog
definiert. Beachte den Unterschied zu v x.

11. Fir eine Matrix M = (my,) sei

w(XY) =) my,

zeX
yey

© XN

In Fallen wie sy ({u},Y) verzichten wir auf die Klammern und schrei-
ben sy (u,Y).

12. Grundsétzlich sind alle Konstanten hinter O und €2 positiv, wiahrend
o-Terme auch negativ sein konnen. Statt 1 —O(1/n) <z <14+0(1/n)
schreiben wir z = 1 £ O(1/n).

2.3 Idee und Algorithmus

Bei der spektralen Partitionierung werden aus dem gegebenen Graphen ge-
eignete Matrizen konstruiert. AnschlieSend berechnet man deren Eigenwerte
und -vektoren und versucht anhand dieser, Charakteristika des Graphen zu
finden. Ein Vektor e # 0 ist Eigenvektor einer Matrix M zum Eigenwert A,
wenn gilt

M-e=\-e.

Ist M eine reellwertige, symmetrische Matrix, so sind ihre Eigenwerte und
-vektoren ebenfalls reell und koénnen in Polynomialzeit ausreichend genau
approximiert werden.

Um das Wesen der spektralen Partitionierung zu verstehen, betrachten
wir ein Beispiel. Die Knoten des folgenden Graphen bestehen aus zwei gleich-
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groflen Gruppen V; und V5, und jeder Knoten hat innerhalb seiner eigenen
Gruppe genau r; Nachbarn und in der jeweils anderen Gruppe genau 79
Nachbarn. Nehmen wir nun r; # 79 an, bildet sich dadurch eine Auffillig-
keit im Graphen, die wir finden wollen. Falls r; > ro ist, so sind V;, 1,
zwei ,,Communities“, die relativ wenige Verbindungen zueinander haben. Im
umgekehrten Fall sind V;, V5 zwei relativ diinne Mengen mit relativ vielen
Kanten zueinander.

Vi Va

Die zugehorige Adjazenzmatrix A reflektiert die Struktur des obigen Gra-
phen. Zur besseren Ubersicht nehmen wir an, dass die Knoten so nummeriert
sind, dass zuerst alle Knoten aus V; und dann alle Knoten aus V5 kommen.
Natiirlich sind die Knoten eines gegebenen Graphen nicht so angenehm ange-
ordnet. Das behindert jedoch nicht den Einsatz von Spektralmethoden: Jede
Umsortierung der Knoten kann durch eine entsprechende Umsortierung der
Eintrdge in den Eigenvektoren ausgeglichen werden, so dass wir dieselben
Informationen gewinnen kénnen.

Durch die beiden Mengen V; und V5 wird die Adjazenzmatrix A in vier
Blocke zerlegt. Die folgende Abbildung illustriert A’s Aufbau. Die angege-
benen r; zeigen an, wie viele Einsen sich in einer Zeile des entsprechenden
Blocks befinden.

Vi x Wy Vi x Vs
r )
T T
A= 1 2
T2 (&
T2 1

Vo x V) Vo x V3

Multiplizieren wir nun die Matrix mit dem Vektor 1, erhalten wir
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T T9 1 r1+ 7o 1
(&1 T2 1 . 7'1+7’2 _ 1
9 (&1 1 o T+ T2 _(T1+T2) 1
T2 T1 1 T1+7’2 1

Der 1-Vektor ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert r; +r5. Interessanter
ist jedoch der Vektor, der auf allen zu V; gehérenden Koordinaten 1 ist, und
auf den zu V5 gehoérenden Koordinaten —1 ist:

T D) 1 r —To 1
T T9 ) 1 . r —To _(7” —7“)' 1
(] T1 —1 o — T ! 2 -1
T2 T1 —1 o — T —1

Auch dieser Vektor ist ein Eigenvektor, aber zum Eigenwert r; — 5. Da
r1 # 1o ist, ist der zugehorige Eigenwert ungleich 0. Sind die Kanten jeweils
innerhalb der V; und zwischen Vi und V5 gleichméflig verteilt, so sind alle
anderen Eigenwerte ausreichend nahe an 0. So kénnen wir V; und V5 an dem
Eigenvektor ablesen, zu dem der betragsméflig zweitgrofite Eigenwert gehort.

Wichtig ist dabei die Liicke zwischen dem betragsméfig zweit- und dritt-
grofiten Eigenwert. Den Quotienten zwischen beiden Betrdgen bezeichnen
wir als ,spectral gap®“. Je grofler diese Liicke ist, desto besser gelingt die
Partitionierung. Mitunter bezeichnen wir auch die Liicke zwischen betrags-
grofitem und -zweitgroBtem Eigenwert als ,,spectral gap“. Es wird sich aus
dem Kontext erschlielen, falls dies der Fall ist.

Der Graph aus obigem Beispiel ist sehr regular aufgebaut. Typischerweise
haben wir beim Partitionieren weniger regelméflige Graphen zu bearbeiten.
Betrachtet man das G, ,-Modell mit p > logn/n und einer gepflanzten Par-
tition Vi, Vs, verhélt sich die Adjazenzmatrix meistens jedoch dhnlich wie
oben.

Die ersten Probleme erhalten wir jedoch, wenn p = O(1/n) ist. Dann
namlich sind die Knotengrade nicht mehr an ihrem Erwartungswert p-n =
O(1) konzentriert. Ein so diinner Zufallsgraph hat mhW. fiir jedes feste [ (ins-
besondere [ = 0) ©(n) Knoten vom Grad [. Ebenso existieren viele Knoten
von sehr hohem Grad, etwa loglogn.
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Solche Knoten von hohem Grad dominieren das Spektrum von A der-
art, dass die grofiten Eigenwerte die Wurzeln der grofiten Grade sind [KS03]
und die zugehorigen Eigenvektoren lediglich diese Knoten anzeigen. Damit
wird das Spektrum von lokalen Grapheigenschaften dominiert, wiahrend die
globalen Eigenschaften verborgen bleiben.

Um diesem Problem zu begegnen, 16scht man die Knoten vom hochsten
Grad [AK97] und hinterldsst nur Knoten mit Grad < C'- p - n, wobei C' > 1
eine Konstante ist. Die Eigenvektoren der Adjazenzmatrix dieses Teilgraphen
lassen dann die gepflanzte Partition erkennen.

Leider kénnen wir diesen Trick nicht anwenden, da in unserem Modell
die Gradsequenzen irreguldr sein sollen. Ein Loschen der Knoten mit ho-
hem Grad konnte dazu fithren, dass eine Partitionierung des Restgraphen
unmoglich ist, da zu viele Kanten (und damit Informationen) aus dem Gra-
phen entfernt wiirden.

Stattdessen scheint es in unserem Modell nétig zu sein, andere Matrizen
als die Adjazenzmatrix zu nutzen. Eine hdufig benutzte Alternative ist die
normalisierte Laplace-Matrix £ = (l,,) mit

1 u=wvund d, >0
luw =< —1/v/dy -d, u#vund{u,v} €k ,
0 sonst

wobei d,,, d, die Grade von u bzw. v sind. Der Nutzen von £ in der Graphen-
theorie ist in [Chu97| ausfiihrlich beschrieben. Fiir das G(w)-Modell wurde
L in [COLO06] analysiert.

Eine zu £ #dhnliche Normalisierung wurde in [DHMO04] benutzt, um ge-
pflanzte Partitionen bei G(w) zu rekonstruieren: Dasgupta, Hopcroft und
McSherry teilten jeden Eintrag der Adjazenzmatrix A durch /w, - w,, wo-
bei w, und w, die Gewichte der inzidenten Knoten v und v sind. Es ist zu
beachten, dass die Autoren die Gewichte benutzen. Also weder die erwarte-
ten, noch die tatsdchlichen Grade. Das macht eine Nutzung des Algorithmus
im praktischen Umfeld fraglich, da derartige Informationen fiir ,,reale” Gra-
phen nicht zur Verfiigung stehen.

Die gewéhlte Normalisierung bewirkt, dass die durch V; x V; induzierten
Untermatrizen eine Gemeinsamkeit besitzen: Innerhalb eines jeden Blockes
sind die Varianzen der Eintrége asymptotisch gleich.

Wir wéhlen eine andere Normalisierung. Der Grund dafiir ist zum einen
die einfachere Analyse. Zum anderen erzeugt unsere Normalisierung einige
interessante Analogien zur Adjazenzmatrix im G,, ,-Modell mit gepflanzter
Partition. Wir teilen jeden Eintrag von A = (ay,) durch das Produkt der
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erwarteten Grade der inzidenten Knoten. Um die angesprochenen Analogien
klarer zu sehen, multiplizieren wir jeden Eintrag anschlieBend mit @'

Sei also M = (m,,) die normalisierte Matrix, dann ist my, = G, w0’ 2 /(w! -
w,). Fir u € V; und v € Vj ist

—2
Efmu] = —— Pr[{uv} € E]+0-Prl{u,v} ¢ F]
w'"? Wy * Wy (2.1) W, - W, w'
_ ody =g 2.3
w, w7 wen ! w n (23)

u v

Entscheidend ist, dass der Wert nur von ¢ und j abhingt und nicht von
u und v selbst. Alle Eintrége innerhalb von My; .y, haben also denselben
Frwartungswert. Dies gilt genauso fiir die Adjazenzmatrix bei G, , mit ein-
gepflanzter Partition. Dort haben wir einen Erwartungswert von d;; - p =
di; - w/n = O(d;; - w'/n). Hier sehen wir die erste Analogie zu G, .

Wie bei der Adjazenzmatrix im G, ,-basierten Modell wird das Spektrum
unserer Matrix von lokalen Phénomenen dominiert. Wir werden sehen, dass
es auch hier geniigt, die Zeilen (und Spalten) der Matrix zu l6schen, deren
Summe weit iiber dem Erwartungswert liegt.

Aus (2.3) konnen wir leicht folgern, dass die erwartete Zeilensumme durch

Wi Wi
H%?X{d” W ]}"LU/

beschrinkt ist.
Wir wollen alle Eintriage loschen, deren Zeilensumme grofler als C; - w’
ist. Als untere Schranke fiir ¢, wahlen wir

Cr 2 5 {2 | = 0(). (2.4
,J w

Diese sichert uns, dass jeder geloschte Eintrag eine Summe hat, die mindes-

tens mit dem Faktor 5 iiber ihrem Erwartungswert liegt. Da eine so grofie

relative Abweichung selten ist, wird mhW. nur eine kleine Anzahl von Ein-

tragen geloscht.

Um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten, darf C; aber auch nicht zu grof§
sein. Wie wir gleich sehen werden, muss C; deutlich kleiner als W’ sein, etwa
Cy <w'/Inw’ da sonst das ,,spectral gap“ der konstruierten Matrix zu klein
und die Partitionierung nicht erfolgreich ist.

Wir bezeichnen die durch diesen Loschschritt aus M erhaltene Matrix
mit M*. M* hat einige wichtige spektrale Eigenschaften, die uns die Rekon-
struktion der eingepflanzten Partition erlauben.
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Theorem 2. Sei GG ein in unserem Modell generierter Graph und M* wie
beschrieben konstruiert. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1—O(1/n) fir alle
1 <1, <k simultan:

1! 1 Wi - W, w'
1. — My, - — =dij - ———2L\/|Vi|-|V;]-—- (1 £0 (1/Vw') ) .
M e = Y ML (10 (1VE))

2. Fir alle u,v mit ||u|| = ||v|]| =1 sowie u L 1 oderv 1L 1 gilt
‘ut . M*VLX‘/J' ~U{ =0 (\/ Cl 'w/) .

Punkt 1. ist ein Konzentrationsresultat, denn mit (2.3) erhalten wir fiir

MVZ'XVJ':

]_t 1 E[SM(V;, V})] VVZ . Wj @’
_MVZXVJ . = = Qyj

1] 1] VIVil- Vil w

Die Untermatrix M*y,xy, verhélt sich also in Bezug auf den 1-Vektor, wie
es My, xy, im Erwartungswert tut. Das Loschen der Eintrége hat folglich nur
einen kleinen Effekt.

Theorem 2 zeigt eine weitere Analogie von zum G, ,-basierten Modell
(vgl. [AK9T7]): Zwei Einheitsvektoren w und v, die das Produkt u'M*y, .y, v
maximieren, sind fast parallel zu 1 und u'M*y,.y,v = O(w'). Hingegen gilt
fiir Einheitsvektoren «/, v mit ' L v oder v’ L v, dass ‘u'tM VsV ‘ deutlich
kleiner ist, ndmlich O(1/C} - @').

Das grofle ,,spectral gap“m von M*y; v, ermoglicht schlieflich die Parti-
tionierung mit folgendem Algorithmus. Wir beschranken uns der Einfachheit
halber auf den Fall, dass eine Partition mit nur zwei Mengen eingepflanzt
wurde. Eine Erweiterung auf mehr Mengen ist unproblematisch, wiirde die
Erklarungen aber unnétig komplizieren. Wir diskutieren diesen Fall in Ab-

schnitt [3.3.

E

Algorithmus 3.
Eingabe: Die Adjazenzmatrix A = (ay,) von G = (V, E) generiert
in unserem Modell und die erwarteten Grade wi, ..., w,.
Ausgabe:  Eine Partition V{, V] von V.

1. Berechne den erwarteten Durchschnittsgrad @’ = > _ w), /n.
2. Konstruiere M = (my,) mit My, = W2 - @y /(W - w)).
3. Bestimme U ={ueV:3 "  my, <C, W}

'Hier bezichen wir uns auf den Quotienten von betragsgroftem und -zweitgroftem
Eigenwert.
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4. Konstruiere M* = Myyy.

5. Berechne s; und sy: Die Eigenvektoren von M* zu den beiden betrags-
grofiten Eigenwerten. Skaliere beide s; auf Linge /n.

6. Falls keiner der beiden s; die Eigenschaft

»Es gibt ¢1,c0 € R mit |¢; — o] > 1/4, so dass jeweils mehr
als n - \/Ci/w Knoten v € U [s;(v) —c1| < 1/32 bzw.
|si(v) — co] < 1/32 erfiillen.

hat, setze V3 = V und V5 = (). Ansonsten sei s € {s1,82} so ein
Eigenvektor. Dann sei V] die Menge der Knoten, deren Eintrige in s
ndher an ¢; als an ¢, sind. Setze Vy :=V '\ V/.

Algorithmus (3| ist nicht in der Lage, den genauen Wert der Schranke in
(2.4) zu bestimmen, da wesentliche Informationen aus dem Generierungspro-
zess (etwa die d;;) fehlen. Um zu erfiillen, kénnte man C; = In@w’ (oder
auch jede andere mit w’ wachsende Funktion) wéhlen. Wegen Punkt [2| auf
Seite [13/der Modellbeschreibung und (2.1) gilt w’ = w/W > d/W. Damit ist
C grofl genug, wenn d ausreichend grofl gewahlt wird.

Wir werden spéter (auf Seite [32) Ungleichung (2.15)) zeigen, dass bei
Einhaltung von mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n)

VAU < exp(=Q(@)) - n (2.5)

gilt. Es werden also in Schritt 4. nur wenige Knoten geloscht.

Es ist zu beachten, dass die Werte von c¢q, ¢y in Schritt |6/ auch von den
Modellparametern abhéngen und dem Algorithmus somit unbekannt sind.
Durch eine Analyse der s; ist es jedoch leicht moglich, passende ¢; zu bestim-
men. Bemerkenswert ist, dass die Eigenschaft in Schritt [6 eine relativ kleine
Anzahl von Koordinaten nahe der ¢; fordert. Es stellt sich jedoch heraus, dass
diese Anzahl bereits geniigt, damit fast alle Koordinaten in der Umgebung
der ¢; liegen.

Dies hiingt unmittelbar mir dem ,spectral gap® der M*y, .y, zusammen,
was laut Theorem 2/die GréBenordnung Q(y/w’/Cy) hat: Es gibt einen idealen
Wert ¢! fiir ¢1, so dass von den Eintriigen, die zu V; gehéren, nicht mehr als
O(n/(,spectral gap“)?) viele einen Abstand > 1/128 zu ¢} haben. In unserem
Falle sind das also nicht mehr als O(n - C,/w’) viele. Alle anderen Eintrige,
die zu V; gehoren, liegen also in einem Intervall der Lange 1/64.

Algorithmus [3] wihlt ¢; nun so, dass deutlich mehr Eintrige (> n -
\/C1/w') nahe ¢; sind. Damit hat ¢; von obigem Intervall einen Abstand
< 1/32. Insgesamt liegen also — abgesehen von den O(n - Cy/w’) vielen —
alle Eintrége, die zu V; gehoren in einem Abstand < 1/32 + 1/64 = 3/64
von ¢;. Analoges gilt fiir ¢ und V,. Der grole Abstand von 1/4 = 16/64
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zwischen ¢; und ¢y gewéhrleistet eine gute Unterscheidung der Koordinaten,
die zu V; bzw. V5 gehoren. Exakte Ausfithrungen dazu sehen wir im Beweis
des nachfolgenden Theorems, das die Giite von Algorithmus |3 beschreibt.

Theorem 4. Sei G ein Graph, der in unserem Modell generiert wurde. Mit
Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) (bezogen auf G) konstruiert Algorithmus 3
eine Partition, die sich von der gepflanzten Partition Vi, Vo nur in O(C} -
n/w’) Knoten unterscheidet.

Der Anteil der falsch klassifizierten Knoten ist also O(C}/@w’) und verrin-
gert sich mit wachsendem w’, vorausgesetzt C; < w'.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit in den Theoremen [2| und 4] entspricht der
Wahrscheinlichkeit, dass (2.5) gilt. Diese ist — unserer Analyse nach — nur
1—0O(1/n). Durch den Einsatz von Martingalen kann man (wie in [COLO06])
zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1—o(1/n?) gilt. Dann gilt in beiden
Theoremen die Schranke 1—0O(1/n*), die dann von anderen Teilen der Bewei-
se bestimmt wird. Da das Martingal-Argument und die in [COL06] benutzte
Filtration recht kompliziert sind, begniigen wir uns aber mit der schwécheren
Schranke, deren Beweis die Tschebyscheff-Ungleichung benutzt.

2.4 Beweise

2.4.1 Beweis von Theorem 4

Der Beweis von Theorem 4 hat als wichtige Grundlage Theorem 2| Die dort
betrachteten Untermatrizen M*y, .y, kénnen aber unabhéingig von Algorith-
mus 3 analysiert werden. Wir verschieben den Beweis von Theorem 2| daher
in Abschnitt

Wir beginnen den Beweis von Theorem |4 mit einem Lemma iiber die
Eigenwerte von M*. Dessen Korrektheit basiert hauptséichlich auf Theorem[2
und der Courant-Fischer-Charakterisierung von Eigenwerten. Die folgende
Variante des Courant-Fischer-Theorems lésst sich leicht aus Theorem 8.1.2
in [GV01] ermitteln.

Fakt 5. Sei A € R™™" eine symmetrische Matrix mit Eigenwerten \y >
.. > M. Dann gilt fir alle 0 < j <n

Ajy1 = min max z'Azx
] S AxeSl
dim =5 ||z||=1

A—j = max min z'Ax,
xeSt

dim S=j ||z|=1

wobetr dim S die Dimension des Unterraums S angibt.
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Lemma 6. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) hat M* genau zwei Eigen-
werte, deren Betrag ©(w') ist, wihrend alle anderen Eigenwerte nur einen

Betrag von O (\/C’l -E’) haben.

Beweis. Sei U die in Schritt 3 von Algorithmus 3| konstruierte Menge. Seien
X1 bzw. x2 die |U|-dimensionalen charakteristischen Vektoren von V3 N U
bzw. Vo N U (die u-te Koordinate x;(u) = 1 wenn u € V; N U und ansonsten
0).

Wir betrachten zwei beliebige normierte Vektoren g und A aus dem von
x1 und o aufgespannten Raum (xi, x2). Sei dazu

X1 X2

g = a1 -——+ay - —— mit ad+a2=1
x| x| b
und h = b1'£+b2'£ mit b7 + b5 =1.
X x|

Wir erhalten

& 10 My, - 1

2
Xi X
htM*g: b; - M*as - J_ — b, -a; - .

; x| 7l ; T /VinUl- v n U]

Den Zéhler schitzen wir mit Punkt 1. von Theorem 2 ab. So gilt mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — O(1/n)
(7))
ij=1 w’

j'w/' | |
n
2
W Vil - |V
B Z(@-aj-dij-mwm-@’-*h' | rﬂ) (V&
n

3,j=1

Wi - W,
w

2
htM*g = sza]dw

VIVil- Vil <1i0
+0

N—

- %-(b1 bﬂ-P-(Zi)iO( @)

wobel

p— Wy - % 0 .(du d12>' Wiy - H:L_ll 0
0 W, - /el diz  da2 0 Wy - /el

2 2
ist. Wir erinnern uns, dass 0 # W; = ©(1) ist und § - n < |V;| < n.

Wegen 6 > 0 haben die beiden dufleren Faktoren von P in jedem Fall
Rang 2 und per Definition gilt das gleiche fiir D. Somit hat P ebenfalls

vollen Rang und alle Eigenwerte von P sind von 0 verschieden. Beachte, dass
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weder n noch die konkrete Wahl der Gewichte Einfluss auf diese Eigenschaft
haben.

Seien nun (61 ez)t und ( fi fg)t zwei orthonormale Eigenvektoren von
P zu den Eigenwerten A\; und \y. Wir setzen

X1 X2 X1 X2
= . + ey d = - S . .
ATl T el ™ 2T Rl T Tl
Es folgt
* w' € —
g1 - M*- g1 = W'(el e2) P'(@l)ﬂ:O( w’)
—
= %-A1i0<\/w’) = O(w')
und
gr-M*-go| = o (e1 ) - P- / iO( W)
! w fo
—
= %0i0< @) =0 (V).

AN

Somit haben wir fiir 1 <i,7 <2

Lo o(w’) fiir i = j
jgi - M gj'{o(\/ﬁ) fiiri # 5

Wegen Fakt |5 haben mindestens zwei Eigenwerte von M* den Betrag
Q(w’): Wir teilen g1, g anhand des Vorzeichens von g!M*g;: Seien g1, ..., gi,
mit 0 <[ < 2, die Vektoren, bei denen das Produkt positiv ist und g;1, ..., 92
die, bei denen g!M*g; < 0 ist.

Sei nun v ein beliebiger Einheitsvektor aus (gi, ..., g;). Dann konnen wir
v darstellen als v = 22:1 @; - g; mit 22:1 a? = 1. Laut gibt es nun zwei
Konstanten ¢ und C', so dass

(2.6)

I I !
oMy = Z(xiaj~ng*gj:Za?-ng*gi+Zai&j~ng*gj
i—1

i,j=1 1,j=1

i#]
I !
> Za?-c-@' — C-Vu'- Z%‘Oéj
i=1 irj=1
i#]
> cw — C-Vw-1=Qw).
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Die zweite Gleichung von Fakt 5 liefert fir die |U| x |U|-Matrix M* und
j=1Ul-1
A = max min z'M*z.
S zesSt
dim S=|U|-1 ||z||=1
Um eine untere Schranke fiir \; zu erhalten, wihlen wir S = {(g1,..., g)*,
welches Dimension |U| — [ hat. Damit ist

N> min dMzr>cew — C-VO-l=Q@).

Analog zu obiger Vorgehensweise kann bewiesen werden, dass 2—1 Eigenwerte
kleiner als —Q(w’) sind. Dazu benutzt man die erste Gleichung von Fakt (5|
mit j = |U| —(2—=1) und S = {(gi11,...,92)". Insgesamt sind dann also
mindestens 2 Eigenwerte von M* vom Betrag her Q(w’).

Es ist entscheidend, dass alle anderen Eigenwerte von M* wesentlich klei-
ner als w’ sind. Anderenfalls konnen wir die Partition kaum an den Eigen-
vektoren ablesen.

Seien u, v beliebige Einheitsvektoren und sei v senkrecht zu ¢g; und gs.
Da (g1, 92) = (x1, x2) gilt auch u L x1, x2. Mit Theorem 2 erhalten wir

2
*
= E vvnu - M vy, - uvu

ij=1

}UtM*u

<4.0 (W) (2.7)

und analog |[u'M*v| = O (v/C; - @'). Gleichung 1 von Fakt 5] ergibt

Ap1 < max oMz,

TE(G1,-- 91
llzll=1

Sei x ein Vektor, der die rechte Seite maximiert. Wir schreiben z als x =
a-g+B-umit a®+ 3% =1sowie g € (g1, ..,92) und u € (g1, g2)*. Wegen
der Wahl von [ haben wir ¢!M*g < 0. Mit (2.7) erhalten wir

Mo < ofMrz=a?-g'M*g+2-af-g'M*u+ - u'Mu=0KC, ).
Benutzen wir die zweite Gleichung von Fakt |5 erhalten wir analog

AlU|—(2-1) = min ' M'z>—C-/Cy-w

fiir eine Konstante C' > 0. Damit sind die restlichen |U| — 2 Eigenwerte von

M* im Betrag O (\/C’l -w'). [
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Durch den Beweis von Lemma 6 kénnen wir bereits die Intuition entwi-
ckeln, dass die Eigenvektoren zu den betragsgréfiten Eigenwerten von M*
im Wesentlichen aus dem Raum (xi, y2) stammen und daher das Ablesen
der Partition an diesen Vektoren méglich ist. Das folgende Lemma prézisiert
dies.

Lemma 7. Seien s1,S, die Figenvektoren von M* zu den betragsgrifsten
FEigenwerten und x1, x2 die charakteristischen Vektoren von ViNU bzw. VoN
U. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) gilt fir die eindeutige Zerlegung

Si =05 X1+ 0 Xa+ i wi

mit ||s;|| = |us|| = /1 und u; L x1, X2

1l =0 (Vaj).

2. Fir eini € {1,2} gilt |oy — 5;| > 1/4.

Beweis. Wir beginnen mit Punkt 1. Wegen Punkt 2. von Theorem 2| und
wi L ox1, x2 1st

S el Wi
o]

s?-M*-u-|:n~ .
Z ’ I3l

:O<n~ C’y@’).

Andererseits ist

(- M) - wi| = [O(@) - 57 wi| = O@) - |y - v - wi| = - O@) - |l

weswegen |y;| = O <\/C’1/w’) sein muss.
Wir kommen zu Punkt 2. Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen
wir |a; — ;| < 1/4 fiir i = 1,2 an. Aus

n=s;-si=a [VinU|+ 5 [VaNU|+7; - n

erhalten wir nach Division durch n

, [enU| _

P 1= >1-0(C/a"). (28)

VinU
ﬁ+ﬁ2£li—i+
n

Wir sehen, dass |a;| > 1/2 oder |3;| > 1/2 gelten muss. Wegen |«; — ;| < 1/4
haben «; und g; das gleiche Vorzeichen. Also ist

loy -y + Br - Ba| = |y - qo| + |B1 - o] > + =1/4,

N | =

1
4

N =
o]
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was zu
0 = si-so=|ar-ag- [VinU|+Bi- o [VaNU|+ 7172 - uf - ug
> (n—[V\U|) a1 ag+ Bi- o] = |12l n
(25) ’
> n-(6-|og -+ fy-Be] —O(Cy/w))
> - (5/4— 0 (Cy/T))

fithrt. Da d > 0 konstant ist und @’ grof3 genug ist, erhalten wir den gewiinsch-
ten Widerspruch. [l

Aufgrund des groflen ,,spectral gap“ von €2 <\/@’ / C’1>, hat v, einen klei-

nen Wert von (,,spectral gap“)™! = O <\/Cl /E’). So ist der Einfluss der

Vektors u auf e klein und e und der Anteil von x; und y» entsprechend grof3.
Der Abstand von |a; — 3;| > 1/4 in einem der beiden Vektoren s; ist ausrei-
chend grof, um V; von V5 unterscheiden zu konnen. Es ist aber nicht klar,
welcher der beiden Vektoren von Algorithmus (3 ausgewahlt wird.

Sei s =a-x1+ 0 x2+7-u der ausgewihlte Vektor. Also gibt es ¢y, o
mit |¢; — ¢o| > 1/4 und mehr als n - /C} /@’ Eintrége v in s erfiillen

1 1
|s(v) — 1] < 3 bzw. |s(v) — o] < 3 (2.9)

Angenommen, |o — 8| < 1/16. Wegen |¢; — 2| > 1/4 hat eines der beiden
¢; sowohl von «a also auch von  einen Abstand > (1/4 — 1/16)/2 = 3/32.
Fiir jeden Eintrag v mit |¢; — s(v)| < 1/32 muss dann |7y; - u;(v)| > 2/32 sein.
Wegen |v;| = O(y/C1/w") ist u;(v) = Q(y/w'/CY). Da n = u} - u; ist, kann
es maximal n - O(C, /w’) solcher Eintridge geben. Laut Algorithmus[3 gibt es
aber mindestens n - /Cy/w’ > O(n - Cy/w'), Widerspruch.

Es muss also |a — ] > 1/16 gelten. Bereits diese kleine Distanz zwischen
a und [ geniigt, um Vi von V5 zu separieren. Wie im vorherigen Absatz
konnen wir zeigen: Bis auf O(n - C/w’) Eintrage erfiillen alle v € U

1 1
|s(v) — o] < 158 firveVy bzw. |s(v)— 8| < 58 fir v € V5. (2.10)
Es muss also wenigstens ein v € V; geben, das sowohl (2.10) als auch (2.9)
erfiillt, vorausgesetzt w’ ist ausreichend grof3.
Angenommen, dieses v erfiillt die erste Ungleichung in (2.9). Wegen der
Dreiecksungleichung gilt
1 1 5

— | <o — —al s oot =152
la — ] < Ja—s(v)| +s(v) Cl|—128 32 128
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und entsprechend | — co| < 5/128. Natiirlich ist auch |a — ¢3] < 5/128 und
|3 — 1| < 5/128 moglich, was jedoch analog behandelt werden kann. Wegen
(2.10) erfiillen — abgesehen von O(n - C; /w’) vielen — alle v € V}

1 5 3
()~ il < ls() —al +la— el £ b2 =3

und fast alle v € V; erfiillen |s(v) — co| < 3/64. Wegen |¢; — o] > 16/64
klassifiziert Algorithmus [3/ maximal O(n - C/w’) der Knoten v € U falsch.
Das sind dann

U= 0 Cy/) 2 n—exp(—9(@)) -n—O(n-C/T) = n-(1-O(Cy/a)

viele. Damit ist der Beweis von Theorem 4 vollstandig.

2.4.2 Beweis von Theorem 2

Wie in bereits beschrieben, hat jeder Eintrag von My,y, den gleichen
Erwartungswert. Auflerdem hat jeder Eintrag nur zwei mogliche Werte: 0
und eine positive Zahl. Der jeweils mogliche positive Wert variiert von Ein-
trag zu Eintrag, da wir die Eintrige der Adjazenzmatrix mit @'>/(w/, - w!))
multiplizieren. Trotzdem koénnen wir uns sicher sein, dass kein Eintrag in M
gréBer als W2/ (mingey w!,)? ist. Wir fassen alle diese wichtigen Eigenschaften
in folgender Definition zusammen.

Definition 8. Wir nennen eine reelle n x m-Matrix X = (z,,) eine same-
mean-Matrix mit Mittelwert © und Schranke b, wenn X folgende Eigenschaf-
ten hat:

1. Alle z,, sind unabhéngige Zufallsvariablen. Falls X symmetrisch ist,
sind die trivialen Abhéngigkeiten erlaubt.

2. Jedes xy, hat genau zwei mogliche Werte, wovon einer 0 und der andere
< b ist.

3. E[z,] = p > 0 fiir alle u, v.

Wir beachten, dass die Ungleichung x,, < b stets erfiillt sein muss, un-
abhéngig vom konkreten Ergebnis des Zufallsprozesses.
Wir konnen leicht nachrechnen, dass My, .y, eine same-mean-Matrix mit

Wi-W; o' @n

Mittelwert p '

und Schranke b= ————- <
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ist. Leider hat M™y, v, nicht Eigenschaft 1. aus Definition 8. Da wir Knoten
mit zu hoher Zeilensumme geldscht haben, sind die Eintrdge von M*y; v,
nicht mehr unabhéngig. Deshalb konzentrieren wir uns zunéchst auf My, .y,
und iibertragen dann die Resultate auf M*y; .y .

Das folgende Lemma ist fiir die Analyse von same-mean-Matrizen duflerst
hilfreich. Es ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.4 in [AK97]. Das Lem-
ma in [AK97] beschréinkt sich — in unserer Notation gesprochen — auf same-
mean-Matrizen mit z,, € {0, 1}. Wir beweisen Lemma[9 in Abschnitt

Lemma 9. Ser X eine same-mean-Matriz mit Mittelwert p und Schranke
b. Sei {y1,...,y} eine Menge unabhdngiger Eintrige aus X und aq,...,q
beliebige reelle Zahlen aus dem Intervall [—a : a|. Falls S, D und eine Kon-
stante ¢ > 0

Za?<D und S<c-e¢-D-pufa,

erfiillen, dann gilt fir die neue Zufallsvariable Z = 22:1 a; - i
Pr(|Z—E[Z]| > S] <2-exp(—5*/(2p-€°- D -b)) .

Lemma [9 hat eine dhnliche Stéirke wie , klassische“ Chernoff-Schranken.
Nur wird die gewichtete Summe unabhéngiger Zufallsvariablen mit gleichem
Erwartungswert betrachtet. Der Beweis des Lemmas ist in Abschnitt [2.4.3]
zu finden und &dhnelt dem der klassischen Chernoff-Schranke.

Punkt 1. von Theorem [2|

Der Zahler 1° - M*y, .y, - 1 = sy (V; N U, V; N U) exgibt sich, indem wir von
der Gesamtsumme sy/(V;, V;) in My, .y, die Summe der Eintrége abziehen,
die wir in Schritt 4. von Algorithmus 3 16schen.

Die Summe aller Eintrége in My, .y, kann mithilfe von Lemma [9/ ab-
geschiitzt werden. Im Falle von ¢ # j sind alle Eintrége in My, xy, unabhéngig.
Wir wihlen alle a;’s in Lemma 9lzu 1, D = |V;| - |V;|, S = - D/ sowie

¢ = In 2 und erhalten

Pr ‘SM(V;?‘/]')_:U"V;"“/]'HZH"V;"“/J"/@}
D\ _ . ( Q@/n)- o)
= 26Xp<_4.w'.b>_2€Xp(_ 4w 0(1) )
= exp(—Q(n)) .
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Aufgrund der Symmetrie sind im Fall ¢ = j nicht alle Eintrage un-
abhéingig, weswegen wir Lemma 9 nicht direkt anwenden konnen. Wir um-
gehen dieses Problem, indem wir uns auf das obere Dreieck der Matrix be-
schrinken. Bis auf die Konstante hinter dem € gilt obige Ungleichung aber
genauso fiir ¢ = 7.

Demnach gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—£2(n))

su(Vi, Vi) = - Vil - V] - (1 £ O(1/Va)). (2.12)

Als néchstes beschréanken wir die Summe der Eintrége, die wir wéhrend
Schritt 4. 16schen. Wir beginnen damit, die Anzahl der geloschten Eintrage
zu beschrianken. Die Idee ist folgende: Wir zeigen, dass |V \ U] klein ist und
anschliefend, dass jede derart kleine Menge nur wenige Nachbarn hat. Da
jeder positive Eintrag in M von einer Kante impliziert wird, kénnen deshalb
nur wenige positive Eintrige geloscht werden, wobei jeder Eintrag durch b =
©(1) beschrankt ist.

Sei also u ein Eintrag, der in Schritt 4. geloscht wird. Die Zeilensumme
sa(u, V') von w ist demnach > Cy - w’. Wie wir uns bereits in Abschnitt 2.3
iiberlegt haben, bedeutet dies, dass die Zeilensumme mindestens fiinfmal so
grofl wie ihr Erwartungswert ist. Wieder hilft uns Lemma 9, die Wahrschein-
lichkeit dafiir abzuschétzen.

Wenn sy (u, V) > 5 - E[spy(u, V)] dann ist sy (u, V1) > 5 E[sp(u, V7)]
oder sys(u, Vo) > 5- E[sp(u, V2)]. Beachte, dass wir sps(u, Vi) und spr(u, Va)
getrennt voneinander abschétzen miissen, da die Erwartungswerte der Ein-
trage differieren. Wieder setzen wir alle @;’s in Lemma 9 auf 1, D = |V},
S=4-p-|V;] und ¢ = In4. Wir erhalten fiir ein festes u

Pr[|sy(u, Vi) = Elsy(u, V)]l = 4- Elsy(u, Vi)]] <2-exp(=2-p-[Vi|/b) .

Dabei ist p - |V;| die erwartete Zeilensumme in My, ;. Eine untere Schranke
an diesen Wert bildet ¢, - @’ mit

om = 6+ min {dij A WJ} —e(1). (2.13)
i, W

d;j>0
(vgl. (2.3)). Damit erhalten wir

Pr[|sy(u,Vi) = Elsu(u, Vi)l = 4 - Elsa(u, Vi)]]
<2-exp(—cy -wW/b), (2.14)

Beachte, dass wegen b = ©(1) auch ¢, /b = O(1) ist.
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Fir u € V sei X, die Indikatorvariable fiir das Ereignis sy (u, V)
5-Elsy(u, V) und sei X = X,. Dannist X = [V \ U| und E[|V \ U]]
E[X] =), E[X,]. Wegen (2.14) ist

E[X,] =Pr[X,=1] <4 exp(—cy w0 /D)

v

und E[X] < 4 - exp(—cy - W' /b) - n. Wir zeigen, dass es ein positives ¢ <
cm/(20) gibt, so dass Pr[X > 2-exp(—c-w')-n] = O(1/n) und benutzen
dafiir die Tschebyscheff-Ungleichung. Dazu miissen wir die Varianz Var [X]|
von X abschétzen.

Da die einzelnen X, fast unabhéngig voneinander sind, ergibt sich eine
kleine Varianz. Die einzige Abhéangigkeit zwischen X, und X, besteht im
Eintrag m,,. Wir haben fiir u # v

E[X,X,] = Pr[X,=1und X, =1]
= Pr[X,=1und X, =1|my, =0] - Pr[my, =0]
+Pr[X, =1 und X, = 1|my, > 0] - Pr[my, > 0] .

Aus der Definition von X, ergibt sich sofort

Pr(X,=1und X, =1|my,, =0 <Pr[X,=1]-Pr[X, =1]

=E[X.]-E[X,].
Ahnlich zu kénnen wir zeigen
Pr(X,=1und X, = 1|my, > 0] < exp(—3c-w')
fiir eine ausreichend kleine Konstante ¢ > 0. Insgesamt gilt
E[X, X, < E[X,] -E[X,]+exp(—3c-W) Pr[my, >0].

Um die Varianz Var [X] = E[X?] — E?[X] abzuschiitzen, bendtigen wir

E[X?)] = E{(Zuxuﬂ =E > XX, | =E|) X2+ > XX,
u,v u ;7’:1)

= Y E[X]+) BX.X]=) EX]+) E[X.X,]
“ ;j;évv “ 11;”1;
< E[X] + Z(E [Xu] ’ E[Xv] + eXp(_3C ’ wl) -Pr [muv > O])
wrhy
< E[X]+E*X]+exp(=3c-w) -w -n.
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So erhalten wir
Var [X] < E[X]| +exp(—2c-w') -n <2-exp(—2c-W)-n

fiir 2¢ < ¢, /b. Die Tschebyscheff-Ungleichung liefert

Var [ X] 2
Pr|| X —E|X —c-w')-n] < < —.
r| [X]| > exp(—c-@') -n] < (op(—c @) n) = n
Also gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n)
[VA\U| <2-exp(—c-@)-n. (2.15)

(Damit ist auch Ungleichung (2.5) auf Seite 21/ bewiesen.)
Als néchstes wollen wir die Summe der aus My, .y, geloschten Eintrige
beschranken, also

su(Vi\UV;\U) +su(VinUV;\U) +su(V;\U,V;NU).

Da die Eintrége von M nicht-negativ sind, geniigt es, eine obere Schranke an
sm(Vi\ U, V;) + su(V;, V; \ U) anzugeben. Wir zeigen die Schranke an den
ersten Summanden detailliert, der zweite folgt analog.

Da wir U’s Grofle nicht genau kennen, betrachten wir nun alle Mengen
X C V;mit | X| = 2-exp(—c - w')-n. (Wir verzichten zugunsten der Lesbarkeit
auf das Runden.) Natiirlich ist V;\U Teilmenge von mindestens einem solchen
X,da |[V;\U| < |V\U| <2-exp(—c- @) n. Es geniigt also, s;/(X, V;) nach
oben zu beschranken.

Fiir ein festes X haben wir

E[su(X, V)] = p- |X]- V| = O (@ - exp(—c-w') - n) <

NS

fiir w’ grofl genug.

Im Fall ¢ = j zéhlen wir in s3,(X, V;) aus Symmetriegriinden einige Ein-
trage doppelt, was bei der Anwendung von Lemmal|9 stort. Deshalb verzichten
wir jeweils auf den zweiten Eintrag und setzen stattdessen das a;, das zum
ersten Eintrag gehort auf 2, wiahrend alle anderen a; = 1 sind. Weiterhin sei
D =16-exp(—c/3-w')-n* und S = 8- exp(—c/3 - w') - u-n?. Die Konstante
¢ in Lemma |9 setzen wir auf 0.6. So erhalten wir

Pr [ [su(X.V;) ~ Blsa (X V)] > 8- exp(—c/3 ) - - n’]

4-exp(—c/3-w') - pu-n?
< 2'eXp(_ (2./80.6.()) . )

< 2-exp(—2-exp(—c/4-w')-w' -n) .
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Wegen (7) < (e-n/k)* (vgl. Anhang[A] Punkt[A.1l) gibt es nur

(;)Vcb : (p%) = (ﬁ) < ep((1 40 W) 1X) < expl@ - X))

verschiedene Mengen X C V; der Grofle 2-exp(—c - w') - n. Der letzte Schritt
folgt, da wir von ¢ < 1 ausgehen konnen. Wegen | X| < exp(—c/4-w') - n ist
die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines X mit ,,vielen“ Nachbarn
in V; beschrankt durch

2-exp(—w -exp(—c/4-w')-n) =0(1/n).

Fiir die letzte Abschitzung gehen wir davon aus, dass w’ < 21In(n)/c gilt.
Diese Annahme ist legitim, da ansonsten bereits (2.15) V' \ U = 0 zeigt und
sich die weiteren Berechnungen eriibrigen.

Wir wissen nun, dass mhW. fiir alle Mengen X wie oben beschrieben

su(X,V;) < Efsu(X, V)] + 8- exp(—¢/3-W) - p-n? < S+ =n

gilt, vorausgesetzt w’ ist grofl genug. Auf analogem Weg konnen wir die
gleiche Schranke an sy(V;,Y) fur alle Y C V; mit |Y| =2-exp(—¢/3-W') -n
erhalten.

Somit ist mit Wahrscheinlichkeit 1 —O(1/n) die Summe aller in Schritt 4.
aus My, vy, geloschten Eintrige durch

su(Vi\U,V;) +su(Vi, V;\U) <2-n

beschrénkt. Wir erhalten mit (2.12), dass der Term 1*- M*y, v, -1 = sy (VN
U,V; NU) nach unten durch

Vil Vil - (L OV@)) =20 = - [Vi| - V] - (L £ O(1/VE)
beschrénkt ist, da p = ©(w’/n) und |V;|, |V;| > dn = Q(n) ist. Letztendlich
erhalten wir

1 1 1 My, - 1
T MYy, o
1] 1] VIVinU[-[V;NU|
po Vil - V] - (1 £ 0(1/ V"))

VIVil - Vil - (14 O(exp(—c - "))
= po/IVil- Vil - (L= 001/ V).

Punkt 1 von Theorem 2 folgt unmittelbar mit p = d;; - W, - W; /W - @’ /n.
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Punkt 2. von Theorem

Um Punkt 2. zu beweisen, benutzen wir eine Technik, die auf [FKS89] zuriick-
geht. Dort wurden die Eigenwerte, insbesondere das ,,spectral gap* von Ad-
jazenzmatrizen zufélliger regulédrer Graphen analysiert. Die Analyse wurde in
[AK97] auf das G, ,-Modell tibertragen. Wir werden sehen, dass das ,,spectral
gap® unserer Matrix M* auf dhnlichem Weg wie in [AK97] gezeigt werden
kann. Entscheidend dafiir ist das folgende Lemma, dessen Beweis in Ab-
schnitt [2.4.4 folgt.

Lemma 10. Sei X eine n X m-same-mean-Matriz mit Mittelwert p und
Schranke b. Sei N = n+m und R = {u : Y @y, < d-p- N}, sowie
C={v:) Ty <d-p- N} fiir ein beliebiges d > 1.

Falls p-n-m >b- N, gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/N*) fiir alle
Paare von Vektoren w,v mit ||u‘R|| = HU‘CH =1, sowie uyr L 1 oder vic L1

lwr' - X vl =0(/b-d-p-N).

Wegen ug’ - X - vjc = uly - Xgxo - vo =: u'-X'-v" (vgl. Abschnitt2.2) sagt
Lemma 10 Folgendes aus: Betrachtet man die Untermatrix X’ von X, die nur
die Zeilen und Spalten enthélt, deren Eintragssumme nicht sehr stark iiber
deren Erwartungswert liegt, so ist typischerweise |u’ - X’ - v'| klein, solange
u’ oder v’ senkrecht auf 1 stehen.

Sei nun u ein |V;|-dimensionaler Vektor und v ein |Vj|-dimensionaler Vek-
tor. Dann gilt

t * t
UU'M %XV}-'UU:ulU'MViXVj'U\U-

Um Lemma|10 benutzen zu kénnen, brauchen wir UNV; € Rund UNV; C C.
My, xv; ist eine same-mean-Matrix mit Schranke w’ ?/(min, w’,)? = O(1),
siehe (2.11). U enthilt nur die Knoten, deren Zeilensumme (und wegen Sym-
metrie auch deren Spaltensumme) in M héchstens C) - @' ist. Wir setzen
d:=C1/(2- cn), mit ¢, wie in (2.13). Dann gilt fiir alle w € UNV;

Cl Cl Cl
. . — . . — . . g : >
N = g N = g (VI ) 2 5o 200)
Ch Wi - W, w
- dl]—]_5n>cl wlzzmuv>zmuva
Cm w n = =

also u € R. Damit ist U N'V; C R. Analog erhalten wir UNV; C C.
Mit p- [Vi| - |V} = O@" -n) und b- N =b- (|V;| + |V;]) = O(n) sind (fiir
w’ ausreichend groff) die Bedingungen von Lemma (10 erfiillt.
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Punkt 2. von Theorem 2 ist jetzt leicht zu zeigen. Jeder Vektor u (und
jeder Vektor v) mit den Eigenschaften wie im Theorem kann zu einem |Vj]-
dimensionalen Vektor u' (einem |V}|-dimensionalen Vektor v') erweitert wer-
den, indem er mit 0-en aufgefiillt wird. Natiirlich gilt ||u|| = ||«/|| = 1 und
lv|| = ||v']] = 1. Wenn uw L 1 (hier ist 1 |V; N U|-dimensional) gilt, dann gilt
wegen U NV; C R auch v/|z L 1. Analoges gilt fiir v und ¢, falls v L 1. Mit
Lemma 10 erhalten wir

i Mool = i Moy, o] = i Mg i
- O(\/b-d~u-N>
0 (- Cuf(zca) - (VI 1V3))

@.11)
o (verw).

2.4.3 Beweis von Lemma 9|

Den Fall b # 1 konnen wir auf den Spezialfall b = 1 reduzieren, den wir
dhnlich zu [AK97] beweisen. Wir beginnen mit b # 1:

Sei X = (x,) die Matrix aus Lemma 9. Wir konstruieren X’ = (z,),
indem wir x/, := x,,/b setzen. Dann sind alle 2/ unabhingig und durch 1
beschriankt. Der Erwartungswert E[z! ] ist E [x,,] /b = u/b. Also ist X’ eine
same-mean-Matrix mit Mittelwert 1/b und Schranke 1.

Seien nun yi, ...,y wie in der Behauptung und yi,...,y, die entspre-
chenden Eintréige in X’. Dann ist 2/ = Y. ,a; -y, = Z/b und wegen

S<c-e-D-pjaist

c-e-D-pja

S':%S 2 c-e-D-pa.
Wir wenden Lemma 9 mit b = 1 auf X’ an:
Pr||Z -E[Z]|>S] = Pr { z — ﬂ‘ > S} =Pr[|Z —E[Z]| > 5]

b b |~ b
2-exp(—S7/(2i - e+ D))

= 2 exp(— (/B / (2- (ufb) < - D))
= 2-exp(—S5*/(2-p-e°-D-b)).
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Sei nun b = 1. In den nachfolgenden Produkten und Summen verzichten
wir zugunsten der Lesbarkeit auf die Angabe der Indizes. Der Index ¢ lduft
stets von 1 bis [.

Seien py, ..., p; die Wahrscheinlichkeiten, dass vy, . .., y; nicht 0 sind. Das
heilt p; - y; = p falls y; # 0 ist. Mit anderen Worten, ist der zweite Wert
(auBer 0), den y; annehmen kann, p/p; < b = 1. Wir erhalten mit Markovs
Ungleichung

Pr(Z-E[Z]>S] = Pr [e)‘(Z*E[ZD > ] = Pr [eA(Z*E[Z]*S) > 1]

MNZ-E[Z]-9)1 _ E[exp(\7)]
< BRI = nEZ Ly (210

Setzen wir A = S/(e- u- D) < c/a, gilt wegen y; <b=1
Aa; -y < Aea; < A-a<c.

Wir untersuchen zuerst den Nenner von (2.16). Wegen der Unabhéngigkeit
der y; gilt

E[exp(A\Z)] = E [eXp <)\ Z a; - yz)} =E [H exp(Aa; - yz)]
= [IElexp(ra; - )]

- H<p,-.exp(xai~§> +(1—p¢)'exp(k~ar0)>

)

_ H<1+pi. (exp(k.ai.gi) _1>) |

Wir schéitzen exp(\ - a; - pu/p;) — 1 mithilfe von ¢* — 1 < e¢-2%/2 + = ab
(vgl. /A.3). Diese Ungleichung gilt fiir alle z < ¢, was fir z := X - a; - u/p; <
A-a-1 < czutrifft.

Wir erhalten also

Elexp(\Z)] < H(l‘i‘Pz‘ (/\'ai'g"‘%c'()"ai'g) ))

2

u/pi<l

< H(1+)\-ai-u+ec-)\2-af-u/2).
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Wegen 1+ x < e” fiir alle z € R (vgl. gilt

E[exp(A\Z)] < Hexp()\-ai-u—i—ec-)\z-a?-u/2)
exp(Z)\~ai-u+ec~)\2'a?-u/2>
exp()\- [Z]+ec-)\2-u/2-2a?)

E
exp(A-E[Z] +e°- N\ pu-D)/2)
AN-E[Z]+X-5/2) .

IN

exp(A -
Wir erhalten fiir (2.16)

Elexp(A\Z)] < exp(A-E[Z] +X-5/2)
— exp(ME[Z]+5S5)) =  exp(ME[Z]+9))

2
< exp(—=A-S5/2) =exp (ﬁ) :

Pr[Z —E[Z] > 5]

Indem wir sémtliche a;’s negieren, erhalten wir auf dem gleichen Weg

Pr[E[Z] — Z > S gexp< —S?D>. O

2-e¢-

2.4.4 Beweis von Lemma 10

Genau wie im Beweis von Lemma 9 reduzieren wir den Fall b # 1 auf den
Fall b = 1. Dessen Beweis folgt dann den Ideen von [AK97] (Beweis von
Lemma 3.3) und [FKS89] (Beweis von Theorem 2.2).

Wie im Beweis von Lemma/(9 schreiben wir X als X = b- X’. Dann ist X’
eine same-mean-Matrix mit Mittelwert 1/b und Schranke 1. Beachte, dass
die Mengen R und C' fiir beiden Matrizen X und X’ identisch sind und alle
Bedingungen erfiillt bleiben. Wir wenden Lemma 10 mit b = 1 auf X’ an:

lur" - X -ve| = Jugr' b X v =b- |ug' - X v
b O () N) = O(/b-d - ).

Es bleibt die Korrektheit des Lemmas fiir b = 1 zu zeigen. Fiir den Rest
des Abschnitts basieren siamtliche O- und 2-Terme auf N und gelten fiir alle
N > Ny =konstant.

Das folgende Lemma beschreibt, dass in einer same-mean-Matrix typi-
scherweise die Eintragssummen von allen Untermatrizen in der Néhe ihres
Erwartungswertes liegen.
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Lemma 11. Sei X = (x,,) eine n X m-same-mean-Matriz mit Mittelwert
i, Schranke 1 und p-n-m > n+m. Dann gilt fir N = n + m mit Wahr-
scheinlichkeit 1—O(1/N%) fiir alle Paare (A, B) von Mengen A C {1,...,n},
BC{1,...,m}:

Wenn K = max{|A|,|B|} < N/10, dann

1. sx(A,B) <20-E[sx(A, B)] oder
2 sx(A,B) - In gl <20 K - In 4.

Beweis. Fur K < 4 gilt Ungleichung 2. mit Sicherheit. Esist sx(A, B) < |A|-
|B| und E[sx(A, B)] = |A|-|B| - u. Wir haben also sx(A, B)/E[sx(A, B)] <
1/u.

Wegen N < p-n-m<p-((n+m)/2)>=p-N?/4ist 1/u < N/4. Wir
erhalten

Sx(A, B)

SX(A,B)-IHE < |A|-|B|-In(1/p) < K?-In(N/4)

[SX(A’B)] N
< 20-K-In(N/K).

Wir kénnen im Weiteren also davon ausgehen, dass K > 4 gilt. Wir zeigen
das Lemma fiir symmetrische Matrizen. Dieser Fall ist etwas aufwéandiger, da
die (triviale) Abhéngigkeit der Eintrdge zu beachten ist.

Wir halten zwei Mengen A und B fest und setzen 7 := E[sx(A, B)] =
|A] - |B| - u. Dann gibt es eine eindeutige Zahl 3, so dass

f-Inf=20-K- -In(N/K)/n.

Ungleichung 2. im Lemma entspricht dann sx(A, B) < (- n. Wir setzen
B := max{20,3}. Es geniigt zu zeigen, dass mhW. kein Paar (A, B) mit
sx(A, B) > (3’ - n existiert.

Wir wollen Lemma [9 verwenden. Aufgrund der Symmetrie sind aber
moglicherweise nicht alle Eintrage unabhéngig. Fiir u,v € AN B mit u # v
sind die Eintrédge x,, und z,, gleich. In diesem Fall benutzen wir nur x,, mit
u < v und setzen das zugehorige a; in Lemma 9 auf 2, weil x,, in sx(A, B)
zweimal gezahlt wird.

Fir die anderen Paare (u,v) € A x B setzen wir a; auf 1. Dadurch ist
a = 2 und der Wert von Y_ a? liegt zwischen |A| - |B| und 2 - |A| - |B|. Wir
setzen D = 2 - |A| - |B| und wéhlen ¢, so dass ¢-e® = ' — 1. Da A und B
feste Mengen sind, erhalten wir

Pr(sx(A,B) >3 -n = Prlsx(A,B)>(c-e+1)-1
< Prlsx(A,B)—n| =z c-e 1] .
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Wegen n = |A| - |B| - = D - pu/a ergibt sich

Pr(sx(A,B) = -n] < Prl[sx(4,B)—nl=>c-e-D-p/d
(c-e®- D pfa)®

< 2. —

- exp( 2-p-e-D )
2.e¢. D).

< Q.QXp(_M)

2. C.
< g.exp(_%)

Wegen 3/ > 20 ist ¢ > 2.2 und ¢ -e¢/4 > 2/13 - ' - In 8. Wir erhalten

Prisx(A,B) >3 -n < 2exp(-2/13-4"-Ing3 -n)

< 2exp(—40/13- K -In(N/K)) < 2 (%)31{

wegen K < N. Die Anzahl der moglichen Paare (A, B) ist durch

K 2 2K
N N N e-N
2 : < 2K - <2K -
(o) (7) = (i) =2 (557)
begrenzt. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines Paares (A, B)
mit max{|A|,|B|} = K < N/10 und sx(A, B) > ' - n hochstens

10\ 3K DN\ 2K K\ K K\E
2(=) 2k (° —ar (e B) o (BR) ).
N K N N
Summieren wir (8K /N)"™ iiber alle méglichen Werte fiir K > 4, erhalten
wir eine Schranke von

2
N - N N
K=5 K=5 K=log? N
log? N 2 K 00 K
8log” N 8
< —_
<y () - 2 (5)
K=5 K=log? N
< log? N - — 4 .goe’N (4"
s g Ve s 0 > 5
K>0
< log’ N - + N70eeN . O(1) < 1/N*.

N45
Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass X Lemma |11 erfiillt 1 — O(1/N*). O
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Wir kommen jetzt zum eigentlichen Beweis von Lemma Wir nehmen
an, dass Lemma 11 fiir X gilt, was es mhW. tut. Wir beweisen den Fall
ur L 1 detailliert. Der Fall vic L 1 folgt auf gleichem Weg.

Offensichtlich gibt es iiberabzéhlbar viele Einheitsvektoren u und v iiber
R. Daher ist es schwierig, eine Aussage iiber alle Vektorpaare zu treffen. Um
diesem Problem auszuweichen, approximieren wir die reellen Vektoren durch
Vektoren iiber einer diskreten Menge. Sei dazu

T, = {g; e (%) ) < 2} .

Wir verringern dabei die Anzahl der Vektoren erheblich. Die Anzahl der
Vektoren in T, ist < k™ fiir eine Konstante k. Das gewiinschte Resultat von
Lemmal10 zeigen wir fiir die Vektoren aus T,,, indem wir klassische Methoden
der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzen, die exponentiell scharfe Schran-
ken liefern. Da T, ausreichend dicht ist, werden die reellen Einheitsvektoren
sausreichend gut®“ approximiert, so dass wir die Ergebnisse fiir Lemma [10
iibertragen konnen.

Zunéchst wollen wir die Eigenschaften von T}, untersuchen. Wir beginnen
mit |7},|. Stellen wir uns ein n-dimensionales Koordinatensystem Voﬁ, in das
wir n-dimensionale Wiirfel mit Seitenldnge 1/(2-+/n) achsparallel platzieren.
Die Position der Wiirfelmittelpunkte ist direkt durch die Vektoren aus T,
gegeben. Der Vektor (0, ...,0)" zum Beispiel induziert einen Wiirfel, dessen
Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems liegt.

Auf diese Weise werden die Wiirfel {iberlappungsfrei verteilt. Thre Mittel-
punkte liegen wegen der Bedingung ||z|| < 2 innerhalb einer n-dimensionalen
Kugel mit Radius 2. Die Linge der Wiirfeldiagonalen ist y/n - 1/(2-/n)? =
1/2. Also liegen alle Wiirfel vollsténdig innerhalb der n-dimensionalen Kugel
mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius (1 + halbe Diagonalenldnge) =
2.25.

Die Anzahl der Wiirfel schétzen wir nach oben ab, indem wir das Kugel-
volumen durch das Wiirfelvolumen teilen. Die Kugel besitzt fiir n = gerade
ein Volumen (vgl. [Zwi03] Abschnitt 4.18.1.4) von

n/2 n/2

T 925" = a £2.25" (1 + o(1)).

(n/2)! 2 N

V2m-n/2- (&)
Jeder Wiirfel hat ein Volumen von 1/(2-/n)" = 1/(4 - n)"?, wodurch sich
ergibt, dass es maximal

T2 4n/2 . (2e)M2 . 2,257
VTN

2Fiir eine realistische Vorstellung geniigt n = 3.

(1+0(1)) <k
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Wiirfel innerhalb der Kugel und damit auch Vektoren in T}, gibt. Wir iiber-
gehen den Fall n = ungerade, da offensichtlich |[T™+| > |T™] ist.

Als néchstes wollen wir untersuchen, wie gut die reellen Einheitsvektoren
durch unser Gitter approximiert werden. Sei dazu

TR:{x‘R:IETn} und Tc:{:qc:xGTm} ,

wobei R und C' wie in Lemma 10/ definiert sind. Beachte T C T}, und T C
T,

Lemma 12. Seien u,v und X wie in Lemmal10 mit ujr L 1. Dann gilt

}u|Rt-X-v‘o‘ < 4. max |lt-X-r‘.
I€TRIL1
relc

Beweis. Wir setzen uy := ujg und konstruieren einen Vektor [y € Ty mit
lo L 1 und ||Jug — lo|| < 1/2. Wir gehen koordinatenweise von 1 bis |R| vor.
Um [y(1) zu erhalten, runden wir die erste Koordinate von wug auf die Zahl
aus Z/(2 - y/n), die ihr am néchsten ist®. Fiir ¢ > 1 setzen wir lo(2) = uo(1),
falls uy(7) € Z/(2n) ist. Anderenfalls runden wir ug(i) ab, wenn Z;;ll up(j) —
lo(7) < 0 ist. Ist vorherige Summe > 0, runden wir auf. In jeder Koordinate
unterscheiden sich [y und uy um weniger als 1/(2 - y/n), also ist

Hu—lH2<i LV
o —~\2-yn) 4

Wegen ||ug|| < 1 folgt mit der Dreiecksungleichung, dass ||lo|| < 1.5 ist. Iy
gehort also zu Tx. Aufgrund der Konstruktion ist fir allei =1,...,n

<

;u()(j) —h()| <57

Mit up L 1 folgt dann ‘22:1 lo(j)‘ < 1/(2-+/n). Da alle Eintréige von [,
ganzzahlige Vielfache von 1/(2 - \/n) sind, folgt > 7, lo(j) = 0, also lp L 1.

Sei nun u; = ug — ly, dann ist ||ug]| < 1/2 und w} -1 = (uy —1f) -1 =0.
Wir kénnen obiges Verfahren fiir 2 - u; wiederholen und Iy € T finden, so
dass ||2-u; —4]] < 1/2 und [y L 1. Der Vektor us = uy — [1/2 erfiillt dann
us L 1 und [Jus|| < 1/4. Durch Iteration erhalten wir eine Darstellung von

3Gibt es zwei solcher Zahlen, ist die Wahl beliebig.
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u)r mithilfe der unendlichen Folge der /;. Analog gehen wir fiir v vor und
finden passende r;. Damit erhalten wir

l;

o5 und Vo =
i>0 i>0

T

UR = 5

Es gilt

e - 54 )

>0 >0
t
- Y
20 .27
i>0 >0
1 1
S max ‘ltXT"E - -
I€TR,I11 — 1 L=
reTe 20 7520

= 4. max |lt-X-7“‘.
1€TR, L1
reTo

O

Um also Lemma 10/ zu beweisen, geniigt es, das Maximum in Lemma 12
durch O(v/d- - N) zu beschréinken. Fiir den verbleibenden Teil des Ab-
schnitts, arbeiten wir nur noch mit den Vektoren ! und r anstelle von ug
und v|c. Alle Vorkommen von v (bzw. v) beziehen sich von nun an auf Indizes
zwischen 1 und n (bzw. m).

Seien alsol € TR und r € T mit [ L 1. Um

U=n,v=m

E luxuv T’U

u,v=1

‘lt-X-r‘:

abzuschétzen, definieren wir

B:Bmﬂ:%%mmmﬂg¢ZﬁW}

Wir werden zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/N?)

Z lyTury| = O(y/d- - N) und Z lyTuyry| = O(y/d - - N)

(u,v)EB (u,0)€B

gilt. Der Beweis der linken Gleichung basiert auf der scharfen Konzentration,
die Lemma 9 liefert. Die rechte Gleichung gilt, sobald Lemma [11] auf X
zutrifft, was es mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/N*) tut.
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Wir beginnen mit den , kleinen“ Paaren, also denen in B. Seien [ € T"
und 7 € T™ mit [ L 1 jetzt zwei feste Vektoren. Wegen Y 1, = 0 gilt

Zlu-m:zm:rvzn:luzo,also Z luTo = — Z luTo -
(u,v)

v=1 u=1 (u,v)EB (u,v)¢B

Demnach ist ‘Z(u e lu

’Z uv)QB
hilfe |l,r,| > /d - u/N fir (u,v) ¢ B durch

| N | N
Z lurv = ﬂ . Z \/ d- ,lL/N . luTU < ﬂ . Z li?“g
(u,v)¢B (u,v)¢B (u,v)¢B
VNI Y Yo <16 [
u=1 v=1

Fiir den Erwartungswert von 3

IN

() ezsl Tyl €rhalten wir

E Z luxuvrv < Z xuv Ty| = (K- Z lu’l"v

(u,v)eB u,v)EB (u,v)eB

Nachdem wir den Erwartungswert beschrinkt haben, wollen wir die Wahr-
scheinlichkeit abschétzen, dass Z(u,v)eB luTuuT, weit von diesem Wert ab-
weicht. Da es sich um eine gewichtete Summe von Eintrdgen der same-mean-
Matrix X handelt, ist Lemma 9 niitzlich.

Wir erinnern uns, dass Lemma|9 Unabhéangigkeit der gewihlten Eintrige
y; verlangt. Dies ist nicht der Fall, falls uw # v und beide Paare (u,v) und
(v,u) zu B gehoren, da wir von einer symmetrischen Matrix X ausgehen. Weil
Ty = Ty 18t, kOonnen wir aber 1, 2,7, und 1z, 7, einfach zu @, - (L,r, +1,7)
verbinden.

Also sind die y; fiir das Lemma die x,, mit (u,v) € B (bzw. z,, mit
u < v, falls u # v, (u,v) € Bund (v,u) € B). Die a; sind die zugehorigen
Ly -1y (bzw. L,y + 7). Wegen der Definition von B liegen damit alle a; im
Intervall [—a : a] mit @ = 2+ y/d-u/N. Wegen > a? < 4->12-r2 < 64
wiirde D = 64 geniigen. Wir sind jedoch an einer sehr groflen Abweichung
vom Erwartungswert interessiert. Deshalb setzen wir D = 64-d. Aus Lemma/9|
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folgt so fiir feste Vektoren [ und r und jede Konstante ¢ > 0

Pr Z lyTyoTy — E Z lyTury | | > 32¢-€°-/d-u-N

(u,w)EB (u,v)eB

< 2exp(—8-¢*-e“-N) . (2.17)
Die Anzahl der moglichen Vektorpaare (I, ) ist durch
Tr| - |Te| <|T,| - |Tn| < K" = kN = exp(N - Ink)

beschrinkt. Erfiillt die Konstante ¢ die Ungleichung 4 - ¢ - e¢ > In k, ergibt
sich: Mit Wahrscheinlichkeit 1 —exp(—Q(N)) gilt fir alle | € Tg, r € T¢ mit
[11

Es bleibt, eine dhnliche Schranke fiir die ,,groflen” Paare zu zeigen, die
nicht in B sind. Dafiir gruppieren wir alle Koordinaten von [ und r (un-
abhéngig von der Zugehorigkeit zu B). Fiir ¢ > 0 sei

9i—1 9t 2\@'\—1 olil
Ai=u: —— <[, < und A, =<u: < -, < —=
{ 2V N 2V N } { 2v'N 2V N }

fiir 1 < 0. Sei a; = | A4;| fir alle 3.

Beachte: Wegen ||I]| < 2 gibt es nur O(log N) nichtleere Mengen A;.
Eine Definition von Ay eriibrigt sich: Jeder Eintrag [, kleiner als 2°/(2v/N)
und groBer als —2°/(2v/N) muss wegen n < N und der Definition von T},
genau 0 sein. Solche Koordinaten haben keinerlei Einfluss auf die folgenden
Berechnungen, da [, x,,7r, dann auch 0 ist.

Wir definieren B; und b; analog fiir r. Wir schreiben i ~ j, falls 2+l /4 >
Vd-p-N.Firue A;, ve Bjund (u,v) ¢ B haben wir

olil 2l
— > |1y und luTs] > /d- /N,
il T ] > V-]

so dass 2011 /(4N) grofer als \/d - ju/N sein muss. Daraus folgt 2/71%191 /4 >
Vd - - N und damit ¢ ~ j. So beschranken wir

Z l ulyvTv| > Z |lu$uvrv| < Z Z |l Zlfuv’f‘vl

(u,v)¢B (u,v)¢B i~g ueg
veE
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Den rechten Teil der Ungleichung kéonnen wir in anhand der Vorzeichen
von ¢ und j, sowie danach, ob a; > b; oder a; < b; ist, in acht Summen
aufteilen. Sei

C={(i,j):i~j, i, >0,a <bj}.

Da die Beweise fiir alle acht Summen sehr dhnlich sind, beweisen wir lediglich

> D lwwwrd =O0(/d- - N) (2.18)

(i.4)€C ueA;
’UEBJ'

ausfithrlich. Um die folgenden Berechnungen lesbarer zu machen, fithren wir
einige Abkiirzungen ein:

5ij a; - (2%)*
Nii-Vd-p- N b, - (29)?
iy = Elsyl =ai-bj-p oy == Qiti—2 @ZW

Aij beschreibt die relative Abweichung von sx (A;, Bj) vom Erwartungs-
wert p;;. Der Wert von o;; ist eher technischer Natur. Wegen ¢ ~ j gilt
oij < Aij und o0y;/X\;; wird klein, wenn wir ,;sehr grofie“ Paare betrachten

(Iluro] > \/d - u/N). Der Term «; beschréankt »- ., I2:

’lLEAi

Summieren wir iiber alle i, ergibt sich 3, oy < 4 -||I||* < 16 und natiirlich
genauso ), 3; < 16. Fiir 4, j > 0 gilt

2i+j 2i+j 2i+j
Z |luxuv7ﬂv| S Z m'xuv:m'sij:m')‘ij'uij

uGAi UEAZ'
UEBJ' ’UEBj

2i+j o.ij.2i+j72 221"22]' i )
AN Viag N MT TN Jaoan “H
— ai./Bj'o-ij"//'L' /d

Um zu zeigen, geniigt es demmnach » . ccqi - 3 - 0ij = O(d) zu
beweisen.

Wenn wir Lemma 11/ auf unsere neue Notation iibertragen, erhalten wir:
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/N*) gilt fiir jedes Paar A;, B; ein der beiden
Ungleichungen

Aij < 20 (2.19)



46 KAPITEL 2. PARTITIONIERUNG

oder
20 - 209 . \/d
Vi N

Beachte, dass Paare (A;, B;) mit b; > N/10 nicht direkt vom Lemma
erfasst werden. In diesem Fall haben wir aber \;; < 10d. Das schen wir
folgendermaBen: 1, ist 0, falls sx(u, V) > d- u- N, weil dann u ¢ R ist. Also
ist w in keinem der A; enthalten. Demnach gilt, sx(u,V) < d-p- N fir alle
u € A;. Das fithrt zu

o4 - - log Ay < - (2j —log ) - (2.20)

Ist b; > N/10, dann ist p;; > a; - N/10 - g und Ai; = s;5/pi; < 10d.

Wir unterteilen die Paare (i,7) € C in finf Klassen Cy,...,Cs, so dass
(i,7) € Cy falls (7, j) die folgende Bedingung k erfiillt, aber keine der Bedin-
gungen < k.

L. 0;; <20d 3. log A\ij > (25 — log 3;)/4 und 25 > —log 3;
2.279 > \/d-u-N 4. log \;; < (25 —log B3;)/4 und 25 > —log 3,
5.2j < —log B3

Unser Beweis ist beendet, wenn fiir alle Cy >, oo, @iBjoi; = O(d) gezeigt
ist.

1. 044 S 20d
Z aiﬂjo—ij = Z 20d - Oéiﬁj S 20d - Z alﬂj
(4,5)€C (4,5)€C (4,9)

= 20d-) o;- ) B <20d-16-16 = O(d).
i J

Wegen o;; < \;; gilt von nun an 20 < 20d < 0;; < A;j. Das bedeutet
insbesondere, dass Ungleichung (2.19) verletzt ist, womit Ungleichung

(2.20) gilt.
2. 2079 > \/d-pu-N
Aus
2i+j—2

Sij = Nij * flij = <Uij ' —m) (i bj - )



2.4. BEWEISE

und Ungleichung (2.21) folgt

0y 2772 by /uf(d-N) < dop- N
0y 272 p N < \/d3 - N
0y 2% b /(4N) < /&3 -p-N-270
0y < & N2

und so

Z Oézﬂjaz‘jﬁ Z Oéi'\/d?"M'N‘iji-

(4,5)€C2 (4,5)€Ce

47

Aus der Voraussetzung 277 > /d- - N folgt j < i —log/d-p- N.

Da auflerdem j > 0 ist, erhalten wir

i—logv/d-u-N—1

> oy < Zaz V& N2 Z 24
(7‘7])66’2

< ZOCI /3 . e N .9t . gi-logVduN
Jloghy > (2 —logB)/4 und %) > —logf,

Aus und log \;; > (25 — log 3;)/4 folgt

25 — log B3 - 20 - 2177 . \/d

Oij * Q- 1 < m . (2] — logﬁj)
und mit 25 —log B; > 0
80 - 217 . \/d
0-7/] M O{Z -~ - -
Vi N

So ergibt sich

Y oy < Y B-80-277 - \/d/(u- N)

(3,7)€C3 (4,7)€C3

Wir wissen, 277 < /d-pu- N (sonst wiren wir in Fall 2.). Also ist
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1 < j+log+/d-p- N und
jH+logVd-p-N ‘
Z O‘iﬁjaij S Zﬂ] 80 -2~ J. \/ Z 2!
(i,7)€C3 7>0
0 - 210gW+1
< 3, MBI S g
7>0 K 7>0
— 0(d).

4. log \ij < (25 —log B;)/4 und 2j > —log f3;

Wegen (2.20) und 2j > — log 3; haben wir

20277 Vd
O < ———— - 47
J /’u N J
Beachte: Auflog \;; > log(20) > 1 wurde auf der linken Seite verzichtet.

Es gilt

> @fioy < Y B-80j-277 - \/d/(u- N).

(4,5)€Ca (4,4)€C4

Wir haben log \;; < (25 —log 8;)/4 < j bzw. \i; < 27. Gemeinsam
mit der Definition von o;; erhalten wir daraus o;; < \/d-pu- N/ 2i=2,
Da der Fall 0;; < 20d bereits in Bedingung 1. behandelt wurde, gilt
jetzt 1 < 20d < 0y, also 1 < \/d-pu-N/2""2? bzw. 2772 < \/d- - N.
Daraus wiederum folgern wir ¢ < log+/d - p - N + 2 Wir erhalten

logWH '
Y aiBioy <> B-80j-27-\/d/ Z 9
(3,7)€Ca Jj>0
I J
< Zﬁj.goj.z . 4d = O(d) - §:O(d).
3>0 J>0
5. 2j < —logf

Wieder nutzen wir (2.20) und verzichten auf den Term log A;; > 1:

40 - 2079 . \/d
e NI
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Wegen 2077 < \/d-p- N (vgl. Fall 2.) ist i < j + log/d- - N und

somit
40 - 217 . \/d
Z ;o < Z ———— ;- log f;
(i.)€Cs (i,)€Cs Vi N
jHlogVd-uN

< Y —B-logB-40-/d/(u-N)- Y 2
§>0 i=1

< Z—ﬁ] : lOgﬁj - 80d .
§>0

Da j > 0 ist, ist —log3; positiv und 3; < 1. Fiir 0 < 8; < 1 kénnen
wir —log 8; durch 4/,/3; nach oben abschétzen (vgl./A.5). Demnach
ist

—ﬁj-logﬁj<ﬁj—\/;:4.\/ﬁj.

Wegen der Voraussetzung 25 < —log f3; ist \/Bj < 277, Es ergibt sich

> oy <Y 80d- /B <80d-Y 277 =0(d).

(4,5)€Cs J>0 >0

Damit ist der Beweis von Lemma |10/ abgeschlossen. O]
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Kapitel 3

Partitionierung Teil 11

3.1 Idee und Algorithmus

Algorithmus|3 ging so vor, dass die Adjazenzmatrix ,normiert* wurde, indem
jeder Eintrag a,, durch die erwarteten Grade w!, und w! geteilt wurde. Zei-
len und Spalten (und damit Knoten), die sich unerwartet verhalten haben,
wurden anschlielend aus der Matrix entfernt.

Dieser Ansatz ist insofern unpraktikabel, als dass Informationen wie ,,er-
wartete Grade® iiblicherweise nicht zur Verfiigung stehen. Wir versuchen die-
se Einschriankung aufzuheben. Dazu teilen wir die Eintrage jetzt durch die
tatsichlichen Grade. Es ist also my, = ayu/(dy - d,).

Das erschwert uns die Analyse jedoch sehr: Die Eintrage der Matrix sind
jetzt abhéngig voneinander. Wir werden versuchen, die Eigenschaften von
M = (my,) mithilfe von M = (m,,) abzuleiten, wobei m,, = a,,/(w,, - w))
ist. Dies funktioniert jedoch nur fiir die Eintrége, bei denen d, ~ w und
d, ~ w, ist.

Da wir auch den Fall diilnner Graphen betrachten, wo w!, = O(1) ist, sind
die tatsdachlichen Grade bei vielen Knoten nicht nahe ihrem Erwartungswert
w!,. Da wir ein sehr allgemeines Modell zufilliger Graphen betrachten, sind
solche Knoten (anders als bei G, ,-basierten Modellen) auch algorithmisch
nicht zu erkennen.

Wir werden aber in den Analysen zum einen sehen, dass der Einfluss der
meisten dieser Knoten auf das Spektrum relativ klein ist und zum anderen,
dass die Knoten, deren Einfluss grof} ist, durch unseren Algorithmus erkannt
werden. Die Analyse geht folgenden Weg. Wir teilen die Knoten des Graphen
in ,,gute” und ,,schlechte* auf. Die ,,guten® Knoten sind die, deren Grad nahe
an dessen Erwartungswert liegt.

Mithilfe dieser Einteilung zerlegen wir die Matrix M in Untermatrizen

51
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und analysieren die einzelnen Teile getrennt voneinander. Nun kann es aber
passieren, dass ein ,,guter® Knoten uw ungewdhnlich viele , schlechte® Nach-
barn hat. Dann ist zwar d,, =~ w!,, aber in der Untermatrix, die von den , gu-
ten“ Knoten induziert wird, sind ungewohnlich wenige Eintrdge m, . bzw.
m.,, ungleich 0.

Da solche Effekte die Analyse erschweren, markieren wir so ein u ebenfalls
als ,,schlecht“. Letztendlich erfiillt jeder , gute Knoten also

1. d, =~ E[d,] = w] und
2. u hat wenige ,,schlechte“ Nachbarn.

Zur Analyse der Untermatrizen benutzen wir Ideen und Techniken aus
[COL06]. Unser Algorithmus kann natiirlich nicht alle ,,schlechten* Knoten
identifizieren, da wir auf die w!, als Eingabe verzichten. Er kann lediglich die
Knoten mit auflergewthnlich geringem Grad finden und deren Eintridge un-
wirksam machen, indem sie auf 0 gesetzt werden. Wir werden sehen, dass dies
bereits ausreicht, um eine gute Partitionierung zu ermoglichen. Andererseits
ist dies auch notwendig wie wir weiter unten sehen werden.

Wir benutzen nun folgende Variation von Algorithmus 3.

Algorithmus 13.
Eingabe: Die Adjazenzmatrix A = (a,,) eines Graphen G = (V, E).
Ausgabe:  Eine Partition V/, V) von V.

1. Berechne den Durchschnittsgrad d = >0_, d,/n und setze dy, =
d/Ind.

2. Konstruiere M = (my,) mit my, = au/(d, - d,). Falls d, - d, = 0 ist,
setze My, = 0.

3. Bestimme U = {u €V :d, > dy}.

4. Bilde M* aus M, indem jeder Eintrag m,, durch 0 ersetzt wird, wenn
u ¢ U odervé¢U.

5. Berechne s; und sy: Die Eigenvektoren von M* zu den beiden betrags-
groBiten Eigenwerten. Skaliere beide s; auf Lénge /n.

6. Falls keiner der beiden s; die Eigenschaft

»Es gibt ¢, ¢ € R mit |¢; — o] > 1/4, so dass jeweils mehr
als n/v/dy Knoten v € U entweder |s;(v) — ¢1| < 1/32 oder
|si(v) — o] < 1/32 erfiillen.

hat, setze V] = V und V4 = ). Ansonsten sei s € {s1,s2} so ein
Eigenvektor. Dann sei V] die Menge der Knoten, deren Eintrige in s
naher an ¢; als an ¢y sind. Setze V5 :=V \ V].

Analog zu Theorem 2| erhalten wir
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Theorem 14. Sei G ein in unserem Modell generierter Graph und M* kon-
struiert, wie in Algorithmus|13 beschrieben. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit
1—0(1/n) fir alle 1 <i,j <k simultan:

t / . .

]' —_— M ‘/z Ve T =
11| R w-n
2. Fir alle u,v mit |ju|| = ||v]| =1 sowie u L 1 oderv L 1 ist
‘ut . M*VZXVJ . U| =0 (w71.49 _'_dm—1.5) )

Um zu sehen, dass Schritt 4. notwendig ist, betrachten wir einen Spe-
zialfall unseres Modells. Sei w, = W = O(1) fir alle uw € V, di; = n/|Vi|
und dyp; = 0. Dann entspricht Ay, «y, der Adjazenzmatrix eines zufélligen
Graphen G, generiert im G, ,-Modell mit |V;| Knoten und p = w/ |V4].

Sei nun d € N eine beliebige Konstante und sei 7' der folgende Baum
mit Tiefe 2. In Tiefe 1 befinden sich d Knoten, von denen jeder genau d — 1
Nachfolger hat. Insgesamt hat T also 14+d+d-(d—1) = d*+1 = O(1) Knoten.
Laut Kapitel 3. von [JLROO] kommen in G’ mhW. ©(n) knotendisjunkte
Kopien von T vor. Eine Konsequenz daraus ist, dass sich M (im Gegensatz
zu M*) nicht zur Partitionierung eignet.

Wahrend bei M*y, v, laut Theorem 14/der grofite Eigenvektor annédhernd
der 1-Vektor ist, ist dies bei My, v, mhW. nicht so. Es gilt zwar 1* - My, «y, -
1 = ©(1/w), jedoch ist der grofite Eigenwert deutlich grofler als O(1/w),
némlich > 1/d*5 = Q(1), unabhdngig von w.

Um dies zu sehen, betrachten wir eine beliebige Kopie von T in G’. Sei vy
deren Wurzel und vy, . .., vg die Knoten in Tiefe 1. Sei y ein |V} |-dimensionaler
Vektor, wobei die zu vy gehérende Koordinate y(vo) = vd, y(v;) = 1 fiir
¢t = 1,...,d und alle anderen Koordinaten 0 sind. Sei & = My, v, - ¥.
Dann ist &(vy) = 1/d und &(v;) = d~5 fiir 4 = 1,...,d. Die anderen
Eintrage sind nicht von Belang. Es gilt wegen Fakt [5, der Courant-Fischer-
Charakterisierung von Eigenwerten,

t t
y y &
A > maxal My, gy, x> - My gy, - —— =
! lel=1 R Iyl 7yl vty
_ d_0'5+d-d_1'5 :d_15
2d

Da es O(n) knotendisjunkte Kopien von 7' gibt, sind sogar die ©(n) be-
tragsgroBten Eigenwerte von M* mindestens d~!5. Die zugehérigen Eigen-
vektoren reflektieren dabei im Allgemeinen keine globalen Eigenschaften des
Graphen, sondern Teilgraphen konstanter Grofle.
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Wir sehen, dass es notig ist, derartige Strukturen zu entfernen. Wir rea-
lisieren dies, indem wir die Eintrage der Knoten mit Grad < d,, auf 0 set-
zen. Insbesondere muss dy, > w*3 gelten, damit ©(1/w) deutlich gréBer als
d, 50 ist.

Auf der anderen Seite ist es nétig, dass d,, < min,cy w!, ist, da sonst
U bei vielen Modellparametern mhW. leer ist und eine Partitionierung nicht
gelingen kann.

Fiir den Beweis von Theorem (14 ist es giinstig, wenn d,,, sogar deutlich
kleiner als die minimale erwartete Zeilensumme (bzw. Spaltensumme) jeder
Matrix Ay, v, mit dg; > 0 ist, d. h.

: 2
dm < min {IVé| ~di - w} : (3.1)
2, w-n

d;;>0

Wegen |V;| = Q(n) und w,, > ¢ - @ = Q(w) ist die rechte Seite Q(w).

Algorithmus 13/ stellt (3.1) mit der Wahl d,, = d /In d ,sicher*: Fakt 16
zeigt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—y/n) die Gleichung d = w’ -
(1 + o(1)) gilt, wobei der erwartete Durchschnittsgrad @’ = O(w) erfiillt
(Lemma ). Also ist mit hoher Wahrscheinlichkeit d,, = O(w/ Inw).

Auf dem gleichen Weg wie bei Lemma |6/ konnen wir aus Theorem (14! fol-
gern: Mit Wahrscheinlichkeit 1—O(1/n) hat M* genau zwei Eigenwerte, deren
Absolutbetrag ©(1/w) ist, wéhrend alle anderen Eigenwerte betragsméfig

O (1/ (@ . dm0.49) +w—1.49 4 dm—1.5) -0 (1/ (w . dm0‘49))

sind. Das daraus resultierende ,spectral gap“ von d,,"*” liefert schlieflich das

folgende Theorem, dessen Beweis (auf den wir verzichten) analog zu dem von
Theorem 4] verlauft.

Theorem 15. Sei G ein Graph, der in unserem Modell generiert wurde.
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) (bezogen auf G) konstruiert Algorith-
mus|13 eine Partition, die sich von der gepflanzten Partition Vi, Vo nur in

O (n/dmo.%) =0 <n/30'97) Knoten unterscheidet.

3.2 Beweise

3.2.1 Beweis von Theorem |14

Wihrend des gesamten Abschnitts benotigen wir fiir Knotenmengen Uy, Uy €
V den Term des Volumens:
Wy, + Wy

Vol(Ur, Uz) = D~ 3~ dyquypee) - ——

w-n
uelUy veUs
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wobei 1(u) die Menge der gepflanzten Partition angibt, zu der u gehort. Also
¥(u) = i genau dann, wenn u € V;.

Beachte: Fiir feste Mengen Uy, Us und einen Graphen aus unserem Modell
ist Vol(Uy, Us) genau die erwartete Anzahl von Kanten zwischen U; und Uy,
d. h. Vol(Uy,Us) = E[sa(Uy, Us)], wenn A die Adjazenzmatrix des Graphen
ist. Statt Vol({u}, Us) schreiben wir zugunsten der Lesbarkeit Vol(u, Us).

Um verschiedene Aussagen iiber die Adjazenzmatrix machen zu kénnen,
benotigen wir die folgende Chernoff-Schranke aus [JLR0OO] (Theorem 2.1 in
Verbindung mit Theorem 2.8).

Fakt 16. Sei X die Summe unabhdngiger 0—1-Zufallsvariablen, dann gilt

1. Pr(X > E[X]+1] < exp(—E[X] -9 (ﬁ)) < eXPGWTH/g))
2. Pr[X <E[X]| - ]<exp< [X]gb(ﬁ)) Sexp<_ﬁ2[x]>
fir alle t > 0 mit ¢p(x) = (1 +x) - In(l +z) —x firz> —1.

Wie bereits in Abschnitt (3.1 beschrieben, teilen wir die Knoten in ,,gute®
und ,,schlechte” auf. Die beiden Mengen der ,guten Knoten R;; C V; und
C;; € V; sind das Ergebnis des folgenden Prozesses. Den Wert der Konstan-
te D lassen wir vorerst unbestimmt. Er ergibt sich spéater im Beweis von
Lemma,

={ueV:Vj:|salu,Vy) = Vol(u, Vj)| < Vol(u, V;)*51}.
={v eV :Vi':|sa(Vi,v) — Vol(Vir,v)| < Vol(Vi,v)?5}.
Setze Rj; == R'NV; und Cj; :==C"NVj.
Solange es ein u € R;; mit

e .

sa(u, V;\ C;) > Vol(u, V) - D/dy,  gibt, setze Rj; := Rj; \ {u}.
5. Solange es ein v € Cj; mit

sa(Vi\ R;;,v) > Vol(V;,v) - D/d,,  gibt, setze = Cj; \ {v}.

2]’

6. Wiederhole die Schritte 4. — 5. bis R}, und C}; unveréndert bleiben.
7. Setze R;; := R}; und Cj; = Cj;.
Wir schreiben im Weiteren R statt R;;, C statt Cjj, R statt V; \ R;; und
C statt V; \ Cj;. Man kann leicht nachrechnen, dass (insbesondere wegen
Schritt 1.) fiir alle u € R

|s4(u, V) — Vol(u, V)| < 2- Vol(u, V)"

051 (3.2)
und fiir alle v € C |sa(V,v) — Vol(V,v)| <2-Vol(V,v)™
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gilt.

Einige Bemerkungen zu obigem Prozess. Sei u € V; beliebig. Die typische
Abweichung von s4(u, V;) vom Erwartungswert E [s4(u, V;)] = Vol(u, V;) hat
die GréBenordnung O(Vol(u, V;)°?). Wir haben den Exponenten fiir Schritt 1.
mit 0.51 etwas grofler gewéhlt, weil wir so hoffen konnen, dass die meisten
Knoten aus V; zu R’ gehoren. Weiterhin ist die Zugehorigkeit von u zu R’
umso wahrscheinlicher, desto grofer Vol(u, V;) ist.

Unsere Hoffnung ist daher nicht nur, dass viele Knoten zu R’ gehoren,
sondern auch, dass das Volumen der Knoten aus V; \ R’ klein ist. Wir werden
sehen, dass das mhW. sowohl fiir Vol(V; \ R, V},) als auch fiir Vol(V;, V; \ C")
zutrifft.

Ein Knoten, der in Schritt 4. aus R}; C V; entfernt wird, muss einen
relativ groBen Anteil seiner Nachbarn innerhalb V; \ Cj; haben. Da aber
Vol(V;, V; \ C”) klein ist, erwarten wir nur wenige Nachbarn innerhalb V; \
C’. Wir konnen daher hoffen, dass nur wenige Knoten in Schritt 4. (und
Schritt 5.) geloscht werden und sowohl R;; und Vol(R;;,V;) (und Cj; und
Vol(V;, Cj;)) grofl bleiben.

Wie sich herausstellt, ist dies (zumindest mhW.) tatséchlich der Fall, wie
Lemma 17 und dessen Beweis in Abschnitt [3.2.4] zeigen.

Lemma 17. Sei G ein Graph aus unserem Modell. Dann ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — O(1/n)

1. Vol(R, V;) < n/dw".

2. Vol(V;,C) < n/dw".

3. Vol(R,C) < n/dy®.

Eine Konsequenz von Lemma 17 ist, dass weder R noch C viele Kno-
ten enthalten: Da d,, mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—y/n) kleiner als die

erwartete Zeilensumme in V; ist (vgl. (3.1)), gilt mit Wahrscheinlichkeit
1 — exp(—+/n) fiir alle u € V; und alle v € V;

dm < Vol(u,V;) < Vol(u,V) =w, und dy < Vol(V;,v) <w). (3.3)

Somit ist d, - ‘ﬁ‘ < Vol(R, V;) < n/dm4, was zu ‘ﬁ} < n/alm5 fithrt. Wegen
d -n < |V;| erhalten wir

5 Vil Vil = 1
‘Rlsé-dﬁgd_m“ und  [R|= V| = |R| > |Vi| - 1—d—m4 , (3.4)
solange d,,, > 1/§ grofl genug ist. Genauso ergibt sich
IC| < Vil /dw'  und  [C] > |Vi]- (1= 1/dw") . (3.5)

Fiir die weitere Analyse zerlegen wir M*y; .y, in die vier Teile M*7% ¢,
M*p e, M*rxc und M*% z und untersuchen diese getrennt voneinander.
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Lemma 18. Sei G ein in unserem Modell generierter Graph. Dann gilt mit
Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n*)

R[-[C]

11" Mo -1 =dy - W; - W - (1£0(1/dp’*)) = O(n/w).

2. Fiir alle u,v mit ||u|| = ||v|| =1 und w L 1 oder v L 1 ist
’ut M rxc - v| =0 (1/@1'49) :

3. [[M*rxc| = ©(1/w).

Wir zeigen Lemma (18 in Abschnitt 3.2.2. Der Beweis des folgenden Lem-
mas befindet sich in Abschnitt 3.2.3.
Lemma 19. Sei G ein Graph, der in unserem Modell generiert wurde.

1 || M gye|l = O(dm‘i‘Z).

3. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n") ist | M*z 2| = O(dm ).

Zunéchst beweisen wir den ersten Punkt von Theorem Es gilt

1t'M*Viij 1=1""M*guc-1+1"- M 5 1+
1t'M*ﬁ><C : 1+1t'M*ﬁXg -1. (36)

Fiir den ersten Summanden benutzen wir Punkt 1. von Lemma [18.

[RI-Icl

L(1£0(1/d*"))
vil- vyl

18 M*ryc-1 = dij - Wi - W, -

3.5

dij - Wy - W - (14+0(1/dy>")).

Lemma 19| zeigt, dass der zweite Summand in (3.6) durch

= 3-3)
1 Mg 1| < VJIRF[CT- [M |l < Vil Vil fdn" - O(dn ™)
= Vil V] - O (du ) = \/IVil - V3] - O(1/ (@ - dw®)

beschrénkt ist, da dy, > wW??. Die gleiche Schranke gilt fiir [1'- M*z . - 1}
und [1*- M*% ¢ - 1|. Wir erhalten

1t 1
—_— * - Ly —
TR T
Vil - [Vil 0.49 1
= d; - W. - W, - ———" . (14+0(1 ' +
dzg 7 J W-n ( O( /dm )) 0 w'de

/|- |V
dij - Wi - Wy - VIV VL (1£0(1/dy™*)).

w-n
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Um den zweiten Punkt von Theorem [14] zu zeigen, nehmen wir zunéchst
an, dass u L 1 ist. Daraus folgt unmittelbar v’ - (1jz + 1@) =0, was zu

it 1| = (ut : 1@( < | - Hl‘ﬁH <\/IR| (3.7)
fiihrt.

Wir kénnen u als u = a-1jg /||1jz|| +b-w schreiben, wobei ||| = 1 und
uw; L 1jz. Aus Letzterem folgt sofort u;r L 1. Wir erhalten eine Schranke
an a durch

. R| &
(%) L " \/2/dnt < 2/dy?. (3.8)

(RN

Fiir jeden beliebigen Einheitsvektor v folgt dann

jal =

ut'M*Viij : (U‘C"‘U‘@)‘
< Ju' - My, vie| + [[M gy || + | M 7 e || -

t *
|u - M Vi><Vj'U|:

Die beiden letzten Summanden sind O(dy, *). Den ersten Term schitzen
wir folgendermaflen ab

t
t * 1t|R *
U.MVZ'XVJ"/U‘C‘ = a-m+b-ul 'MVZ'XC'UC
IR
< al - [IM el + | (0 w)" - M*yc - ve]
@8) 2 )
< F . O(l/m) + )b (uf‘n%—uflﬁ) - M \GXC'UC‘

< O(1/(@-dw?)) + }“fIR My ’UC| + HM*ﬁxcH :
Demnach ist
‘Ut .M*ViXVj 'U‘ = ‘u'lflR 'M*ViXC "UC‘ +O(dm_1'5).

Es gilt ufjr - M*v,xc - Ve = Ul - M*ryc - ve und wyr L 1g, also wgr L 1.
Beides zusammen zeigt mit Lemmal[18||uf |z - M*y,xc - vc| = O(w ). Also
ist [ul - My, 0| = 0@ ) + O (dn ).

Der Fall v 1. 1 und u beliebig kann analog behandelt werden.

3.2.2 Beweis von Lemma |18

Aufgrund der Konstruktion von R und C sowie der Wahl von d,, gilt R,C C
U, und damit M*RXC = MRXC-
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Die direkte Analyse von Mzyc’s Spektrum ist sehr kompliziert. Da wir
— im Gegensatz zu Kapitel 2| — durch die tatsdchlichen Grade der Knoten
teilen, entstehen sehr starke Abhéngigkeiten zwischen den Eintrigen.

Wir verfahren daher in zwei Schritten. Zuerst analysieren wir die Matrix
M, die entsteht, indem wir durch die erwarteten Grade teilen. Wir nutzen
dabei die Erkenntnisse aus Kapitel 2. Wegen der Konstruktion von R und
C sind die beiden Matrizen Mgy und Mgy e sehr dhnlich zueinander, so
dass wir im zweiten Schritt die Ergebnisse von Mg auf Mg« iibertragen
konnen.

Sei also M = (m,,) die |V;| x |V;|-Matrix mit m,, = au./(w), - w)).
Wir koénnen leicht {iberpriifen, dass M eine same-mean-Matrix im Sinne von
Definition 8 auf Seite 28 mit Mittelwert

1 W Wy @1 dii - Wi - W 1
w;, - w, w-n w-n w-n
und Schranke ] ]
(ming,ey w?,) wia

ist. w!, steht also im Weiteren fiir den minimalen erwarteten Grad. Wegen
der Wahl von d, ist d,, < w!, (vgl. (3.1))).

Lemma 20. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n*) hat Mgyc die folgenden
drei Figenschaften

L1 My 1= i [R] - [C] - (14 0(1/dy)) = O(n/m).

2. |ut - Mgye - v| = O (1/w!}?), wenn ||u|| = ||v]| = 1 sowie u L 1 oder
v 11

3. [Mpxcll = ©(n - VIR[ - [C]) = O(1/w).

Beweis. Da die gleichen Techniken in Abschnitt 2.4.2]benutzt werden, ist der
Beweis dem von Theorem 2| sehr dhnlich. Wir behandeln den Fall i # j im
Detail. Der symmetrische Fall ¢« = j folgt auf identischem Weg.

Wir beginnen mit Punkt 1. Natiirlich ist 1 - Mgy - 1 = sm(R,C) nach
oben durch Y = sy (V;, V;) beschrénkt. Wir wenden Lemmal9 mit a; = a = 1,
c=1,D=|Vi|-|V;] und S = E[Y] /dy, an. Zusammen mit b-dy,” = dp*/w}? <
1 folgt

Pr[Y —E[Y]| > E[Y] /dy] 2 exp(-E[Y]/(2 e b-dy?))

<
< 2-exp(-E[Y]/6) .
Wegen E[Y] = |Vi| - |V}| - p = ©(n/w’) = w(n®) gilt mit Wahrscheinlichkeit
1—0(1/n%)
sm(Vi, Vi) = - [Vl - [V - (1 £ O(1/ ) -



60 KAPITEL 3. PARTITIONIERUNG TEIL II

Mit (3.4) und (3.5) ergibt sich
sm(R,C) < - [Vil - [Vi| - (1 + O(1/d)) = - |R| - [C] - (1 + O(1/da)) -
Fiir die untere Schranke an sy(R,C) benutzen wir
sm(R,C) > sm(Vi, Vi) — sm(R,V;) — sm(V;,C)

und zeigen eine obere Schranke an sy (R, V) im Detail. Fiir sp(V;, C) folgt
der gleiche Wert auf analogem Weg.

Da alle Eintriige von M durch b beschrinkt sind, gilt sp(R,V;) < b -
sa(R,V;). Laut Lemmal[17 ist Vol(R,V;) < n/dy" relativ klein und damit
— zumindest erwartungsgemif — s4 (R , V;) ebenfalls. Wir zeigen: MhW. gilt
fiir alle Mengen T C V; mit Vol(T,V;) < n/dy*, dass sA(T, V) < 2n/w ist.

Halten wir eine solche Menge 7' fest. Wegen Vol(T,V;) > d,, - |T| ist
|T| < n/dy® und die Anzahl solcher Mengen 7' durch

(n/Zﬁ) < (o du®)""™" <exp(ine- du®) - n/dy)

Q@3
< exp(n/dm4)d Q<( )exp(n/wz)

beschrankt.
Fakt [16/ gibt die gewiinschte Schranke: Wir setzen X = s4(7,V;) und

t = n/w. Wegen E[X] = Vol(T, V) < n/dn* < n/w™? ist E[X] +t/3 < 2t.

Also gilt

2 /72

2-2n/w

Pr[sa(T,V;) > Vol(T,V;) + n/w]| < exp (— ) < exp(—n/(4w)).
Da es nur exp(n/w?) mogliche Mengen T gibt, gilt mit Wahrscheinlichkeit
> 1—exp(—n/(5w)) = 1—0(1/n?) fiir alle Mengen T' C V; mit Vol(T,V;) <
n/dy*

sa(T,V;) < Vol(T,V;) +n/w < 2n/w.

Ebenso gilt mit der gleichen Wahrscheinlichkeit s4(V;,T) < 2n/w fiir alle
T C V; mit Vol(V;, T) < n/dy"*. Es ergibt sich

sm(R,C) = sm(Vi,V;) = sm(R, Vi) — sm(Vi, € ) = sm(V;, V) — b - dnjw
> p- Vil -V (1= O(1/dw)) — O - n?/d?)
> p Vil -V (1= O0(1/dw)) > - [R|-[C]- (1 = O(1/dw)) -

Also gilt Punkt 1. mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?).
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Wir kommen zu Punkt 2. von Lemma [20. Fiir u € R gilt

1 IN(w) NV sau,V;)
SM(“”‘/j) = Zmuv: Z w/ .w/ S wl 'wlj - w, ’LU‘z
vev; veN@V; Y me uor
(3.2) ) w w
2 2VlwV) 2 (@ 1N _5(® .,
w' W, w! w!, W wl,
< Kep- (Vi + Vi) (3.11)

fir K = O(w/w,,). Die Konstante hinter dem O héngt lediglich von den
Modellparametern ¢, 6 und D ab. Die gleiche Schranke gilt fiir die Spal-
tensumme von v € C. Da M die Schranke b = 1/w/> = O(1/w?) und den
Mittelwert = O(1/(w - n)) hat, gilt ©- |R|-|C| > b- (|R|+|C]). Damit sind
die Voraussetzungen fiir die Anwendung von Lemma [10/ auf M geschaffen.

Sei u ein beliebiger |R|-dimensionaler Vektor. Wir erweitern u zu einem
|V;|-dimensionalen Vektor ', indem wir die neuen Koordinaten auf 0 setzen.
Das gleiche konnen wir fiir jeden |C|-dimensionalen Vektor v machen, um den
|V;]-dimensionalen Vektor v" zu erhalten. Es gilt ' - Mgy -v=u"-M -0’

Wir wenden Lemma 10/ mit d = K auf M an. Jede von 0 verschiedene
Koordinate in u' gehort zu R und wegen (3.11) ebenfalls zu R (aus Lem-
ma[10)). Genauso gehort jede von 0 verschiedene Koordinate in v' zu C'. Falls
llu|| = ||v|l =1 und w L 1 oder v L 1 ist, erhalten wir mit Lemma [10]

‘ut~MRXc-v‘ = |u't-1\/[~v'| = |(u'|R)t . M-v’|g|

= oK v (vl

Punkt 3. von Lemma 20 ist eine direkte Folgerung aus den beiden ersten
Punkten.

]

Wir kommen nun zum zweiten Schritt, der Ubertragung von Lemma 20)
auf Mgyc. In obiger Notation (Gleichung (3.9)) haben wir als erstes

1t . Mgy 1= 1t. Mpye-1=p- |R| . |C| . (1 +O(1/dm049))

7ZU zeigen.



62 KAPITEL 3. PARTITIONIERUNG TEIL II

Sei D; die |R| x |R|-dimensionale Diagonalmatrix mit den Eintrdgen
(w!,/d,) fiir u € R auf der Diagonale. Analog dazu sei D, fiir die Knoten in
C definiert. Dann ist

Mpye=D;  Mgpyc- D, . (312)
Wegen gilt fiir alle w € R, dass |d, — w!,| < 2-w*! ist. Also erfiillen
die Diagonaleintrige von D;

/ /

W W W
wh, + 2wt T d, T owl, —2-wds!
1-0.49 / ~0.49
2w, < Yo 2wl
142 w04~ 4, — 1 —2. w049
w/
L=2-w P < 2 <1430 w00,
u

Beachte: || Dy <1+ 3w/ %% < 2. Wir zerlegen 1! - D; in
1" Dy=a;-1"+u} mit u; L 1.

Wir erhalten 1 —2-w/; %4 < a; <1+ 3w/ % und |lu]] < /|R|-5- w04,
Analoges gilt fir D,: |D)]| < 2 und fir D, -1 =a, -1+ v, mit v, L 1
haben wir 1 — 2 - w/;%4 <q, <143 w70 und ||v,|| < /[C| -5 - w! %49,
Mit diesen Zerlegungen fiir 1* - D; und D, - 1 erhalten wir
1 Dy Mgy Dy -1=a;-a, - 1" - Mpyc- 14 a; - 1° - Mpye - v+
ar - up - Mpye - 1+ul - Mgye v, (3.13)

Lemma [20 liefert

a1 Meee 1 = (1£0 (")) - [R]-1¢] - (1+0(1/dw)
= - [RI-[e]- (10 (w);04) (3.14)

und

1! v,
al'lt'M’RXC'UT‘ — a‘l'1/|R|'||UTH"M'M'RXC'_

[l

< 2 VIRT- (VIET- 5 w0 -0 (1/uf)?)

= O(VIRI-l uf )

= O IR|-[c] - w ") (3.15)
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wegen = O(1/(w - n)) = O(1/(wl, - n)) und |R|,|C| = O(n). Dieselbe
Schranke (3.15) erhalten wir fiir |a, - u} - Mgyxc - 1| und |u} - Mgyc - v.]. Also
dominiert (3.14) die Gleichung (3.13) und es folgt
1 Mpye-1 "2 10D Mgoe - D, -1
3.13
pe IR IC (1£ 0 (wi ™)

|7—‘Z'U| Lcl (1:&0( /— 049))

o
g

di; - W - W, -

(14 0(1/dyn™™)).

dij - Wy - W, - M
Nachdem Punkt 1. bewiesen ist, kommen wir zum zweiten Punkt in Lem-

ma/l18. Seiv L 1 ein Einheitsvektor der Dimension |C|. Es gibt eine eindeutige

Zerlegung D, -v =c-1/||1|| + v/ mit o' L 1, wobei ||| < ||D,|| < 2 ist.
Mit 1t - D, = (D, - 1) = a, - 1 + v! ergibt sich

R SR (IR0 e ki3 RCRE N S 0 0
VI VI Vil Vel (3.16)
<5"LU/ —0.49‘

So erhalten wir fiir jeden Einheitsvektor u

1
“t'Dl'MRXc'( H1||+“)

< 1D - Mz el -

|u' - Dy Mpye - Dy 0| =

+ ‘ut . Dl . M'RXC . UI‘

.
1]
S 2- 0(1/@/) : |C| + ’ut : Dl : M'RXC : Ul{ .

Sei v/ = u'- Dy, dann ist ||/|| < || Dy|| < 2. Wir sehen mit o' L 1 und [|o/]| < 2,
sowie Lemma 20
<4-0 <w:n_1'5> :

!/

|u' - Dy Mpye - o' = [lu'] - [[/]] -

(%
R C o
| ’H vl

Damit ist

ul - Dy-Mpye - D, - U| < 2 O(l/@’) ’ ’C’ +0 (w:n_l.&—])

(3.16)
< 10-w, " 00/@) + 0 (w), )
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Mit folgt
|ut-M*RxC'U‘Z}ut'Dl'MRxc'Dr'U‘ ( /_149)

Die gleiche Schranke erhalten wir fiir Einheitsvektoren v L 1 und v be-
liebig. Punkt 3. des Lemmas ist eine unmittelbare Folge von 1. und 2. O]

3.2.3 Beweis von Lemma (19

Wir verzichten auf den Beweis von HM *RxEH = O(dn"?), der dem von
| M7 || = O(dw™"") sehr dhnlich ist.

. .
Die Norm von M*% .

Sei € ein |C|-dimensionaler Vektor mit ||| < 1. Wir zeigen, dass n = M*% -
¢ eine l,-Norm von O(dy, ') hat. Aufgrund der Konstruktion von M* gilt
n, =0 fiir u ¢ U und fiir u € U gilt

CL'U/U

&
veC

vEN (u)NCNU wo

Somit ist

WE= (Y

weRNU \vEN(u)NCNU

Wir benutzen jetzt die Cauchy-Schwartz-Ungleichung in der Form!

(Sab) <> Y0

fiir a; - b; = —22— - —2—. So erhalten wir

2 1
e < 3 s S
— dy - d, d, - d,
weRNU \VEN( u)ﬂCﬂU veEN (u)NCNU
¢2
u,v<EU v ‘ 1
w€RNU \vEN( u)mCmU n - chy veN (w)NCNU dyy - oy
2
< L S
T dy’ v

1Vgl. (1.117b) in [BSMMO5].
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Weil v € C ist, hat v maximal Vol(V;, v)-D/d,, Nachbarn in R . Aufierdem
gilt Vol(V;,v) < Vol(V,v) < 2d,, anderenfalls wére (3.2)) falsch. Also wird
jeder Term &, /d, fir v € C maximal (2d,-D/dy,)-mal in obiger Doppelsumme
gezéahlt. Wir erhalten

D
Il < - Y2, 25 g s =

veC veC

und als unmittelbare Konsequenz HM*ﬁxc ) §H = |Inll = O(dmfl.S) fiir alle ¢
mit [[£]| <1 und damit die Behauptung HM*ﬁxC” = O(dm—1~5).

. .
Die Norm von M*% &

Lemma 21. Sei G = (V, E) ein Graph, der in unserem Modell generiert
wurde und U die Menge, die von Algorithmus!13 erzeugt wurde. Dann gilt mit
Wahrscheinlichkeit 1 —O(1/n*) fir alle Mengen Uy C UNV; und Uy CUNV;
mit Vol(Uy, V;) < n/dw" und Vol(V;, Us) < n/dy*:

Es gibt Zerleqgungen

Uy =UJUN ... JU! und Uy, =UluURW .. WU,

so dass fir allem =1,...,1, alle w € U™ und alle v € UJ" gleichzeitig
!

o D o D

mgm 3A<u7 U2 ) S du : E und mgm SA<U1 7U) S dv : a

gilt, solange D = O(1) grof$ genug ist.

Wir beweisen Lemma [21 am Ende dieses Abschnitts.
Wegen Lemmaﬁ konnen er Lemma 21 auf U1 UNR und Uy,=UnNC

anwenden. Seien R U ...UR' (=UNTR) und C 'y...ue’ (=UnNC) die
Zerlegungen, die in Lemma |21 beschrieben sind.

’

Um die Lesbarkeit zu erh6hen, schreiben wir R = fiir {J,,»,, R, sowie

analog ﬁ<m, 52”: und C ™. In dieser Notation sichert uns Lemma [21] fiir
ueR"undvecl”
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Sei ¢ ein |C |-dimensionaler Vektor mit ||| < 1. Sei weiterhin n =
M*% .z -&und u € R beliebig. Falls u ¢ U ist, ist wegen M*’s Konstruktion

. = 0. Anderenfalls gibt es ein m, so dass u € R "

Jeder Eintrag m,, von M*z% & mit v € C \U ist von Algorithmus/13 auf 0
gesetzt worden. Da also solche Eintrége keinen Beitrag zu 7, leisten, werden
wir sie im Weiteren ignorieren. Fiir jeden von 0 verschiedenen Eintrag my,,

haben wir v € C =" oder v € C-". Es gilt

W= ) czg-vdfr 2 df-vd

—em Qu —~m
vEN(u)NC = vEN (u)NC =

(%

und wegen (a + )% < 2(a? + b?)

=3 n2< 2 ZERJ >

weRNU m=1 veN@ne <™
2
’ 3
2y vl ICED)
m=1yeR™ veN(u)ﬂgzm

Wir beschrénken den ersten Summanden ausfiihrlich. Wegen u € R"cCcU
gilt d,, > dy,. Mithilfe der Cauchy-Schwartz-Ungleichung folgern wir

XY (T &

m=14eR™ \veN(w)nC <

2

! £2
& 1
< 2> ) Cdy-dy | 2. dy - d,
m=14eR™ veN(u)ﬂC veN(u)NC ™
I
2 &
" 1u€ " veNm)NC <™

Beachte: Die Situation v € R"™ und v € N(u)NC """ gleicht v € ¢™ und
u e NN R™™ fir ein m’ < m. Also wird £/d, fir v € C" maximal
‘N(v) N ﬁ>ml‘ < dy - D/dy, oft in der obigen Summe gezihlt, siehe .
Es folgt
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Die gleiche Schranke erhalten wir analog fiir den zweiten Summanden in
(3.18). Damit ist ||n]|* < 4D/dy>, was | Mz || = O(dn ™) zeigt.

Beweis von Lemma 21

Das folgende Lemma ist das Analogon zu Lemma 11/ in Abschnitt [2.4.4,
jedoch fiir die Adjazenzmatrix. Wir halten den Beweis recht knapp, da er
sehr dhnlich zu dem von Lemma [11]ist.

Lemma 22. Sei G = (V, E) ein Graph, der in unserem Modell generiert
wurde und A seine Adjazenzmatriz. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n%) gilt
fiir jedes Paar (U,U") mit U,U" CV

1. s2(U,U") <20 - Vol(U,U") oder
2. s4(U,U") - In(so(U,U")/Vol(U,U")) <20-u-1In(n/u),

wobei u = max{|U|, |U'|} <n/2 ist.

Beweis. Seien U,U’ fest. Dann ist n = Vol(U,U’) der Erwartungswert von
sa(U,U"). Es gibt ein eindeutiges f mit f-Ing8 = 20 - u - In(n/u)/n. Wir
setzen [ = max{20,3}. Um die Behauptung zu zeigen, schitzen wir die
Wahrscheinlichkeit ab, dass sa(U,U’) > ' - n ist.

Mithilfe von Fakt [16 ldsst sich zeigen:

Priss(U,U") =5 -n = Prlsa(UU") =z E[sa(U,U)] + (5 —1) 1]
< exp(=n-o(F—1)
= exp(—n-(F-Inf —(F —1)))
5220 exp(—n -8 -Ing -2/3)
= exp(—40/3-u-In(n/u)) < (g) "

Da es nur 2 - u - (2)2 < 2u - (e-n/u)* verschiedene Mengenpaare U, U’ mit
max{|U|,|U’'|} = u < n/2 gibt, ist die Gesamtwahrscheinlichkeit kleiner als

e-n\ 2u n\ —13u n\ —u
w50 <G
u u u
Summieren wir den letzten Term iiber alleu = 1,...,n/2 ergibt sich O(1/n?).
0

Im Weiteren nehmen wir an, dass Lemma 22| fiir den gegebenen Graphen
gilt. Der folgende Prozess generiert eine Partition, wie sie von Lemma 21|
vorausgesagt wird.
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Setze U| := Uy, Uj:= Us.

Setze Ty =Ty := (.

Solange es u € Uy mit sa(u,U}) < d, - D/d,, gibt, fiige u zu T hinzu.
Solange es v € U} mit s4(U;,v) < d, - D/dy, gibt, fige v zu Ty hinzu.
Setze Uy := U\ T, U :=Uj\ Ts.

Wiederhole die Schritte 2. — 5. bis |U;| = |Uj| = 0.

AN A S

Wir beweisen Lemma 21, indem wir zeigen, dass obige Prozedur mit
Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?) terminiert. Um einen Widerspruch zu erzeu-
gen, nehmen wir das Gegenteil an: Es gibt ein Zeitpunkt, so dass in Schritt 6.
Ty = Ty = ), wohingegen weder U; noch U} leer sind.

Zu diesem Zeiptunkt haben wir fiir jedes u € U]

sa(u,Uy) > dy - D/dy, = sa(u, V) - D/dp,

und s4(Uj,v) > sa(V,v) - D/dy, fiir alle v € Uj. Wir erhalten

D
sa(Ul,Uy) > max{sa(U],V),sa(V,U;)} - . (3.19)
U{’U>ég] D Ul UL 3.20

> -max{|Uj|, |Uy|} . (3.20)

Wegen n/dy* > Vol(Uy, V;) > Vol(Uj,V;) > |Uj| - dw gilt |Uj| < n/dy,” und
analog |Us| < n/dy’.

Sei nun r = max{|U]|, |U}|} und s = s,(U}, Uj). Dann gilt also r < n/d,,”
und wegen (3.20) s > D - r. Wir unterscheiden einige Fille, um die Existenz
von U], U} mit obigen Eigenschaften zu widerlegen.

1. Vol(Uy,Ub) <15/ /n.
(a) Die erste Ungleichung von Lemma 22 gilt. Dann ist wegen r < n

3.20)

20r > 20-r"?//n >20-Vol(Uj,Uy) >s > D-r,

was fiir D > 20 falsch ist.
(b) Die zweite Ungleichung von Lemma 22/ gilt. Dann ist

20 -7 -In(n/r) > s-In(s/Vol(U;, Us)).
Die rechte Seite ist fiir s > Vol(U], U}) monoton wachsend in s,

was wegen s > D-r > D-r'®/n5 > D-Vol(Uj, U}) gilt. Wir erset-
zen s durch D -r, um die rechte Seite nach unten zu beschranken.
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Fiir D > 40 entsteht dabei ebenfalls ein Widerspruch:

D-r
20-r-1 > Dor-ln| —————
0-r-In(n/r) > r n(Vol(U{,Ué))
D.-r

D-r 9
> D-r-lnrm/\/ﬁ: 5 -In(D*-n/r).

2. Vol(Uj,Us) > r*°/y/n und s > /Vol(Uj,US) - n/dy, .

(a)

Ungleichung 1. von Lemma [22] gilt. Dann ist
20 - Vol(U1,Uy) > s > /Nol(U},U}) - n/dy,

und
Vol(U;, Ub) > n/(400 - d,?) .
Da wir dy, > 20 annchmen konnen, ist dies wegen n/dy,* >
Vol(U7, Uj) falsch.
Ungleichung 2. von Lemma 22| gilt

20 -7 -In(n/r) > s-In(s/Vol(U, Us)) .

Die rechte Seite schitzen wir wie in Fall 1. (b) nach unten mithilfe
von s > /Vol(Uj, Uj) - n/dy > Vol(Uj,U}) ab.
Also ist

VT

A du - \/NOL(UL,U3)
Die rechte Seite ist monoton wachsend in Vol(Uj, Uj), solange
Vol(UL, Ub) < n/(e-dy)? ist (vgl.[A.4). Wegen Vol(U!, U}) < n/dp*
ist dies erfiillt und wir kénnen Vol(U], Uj) durch die untere Schran-
ke r'5/\/n ersetzen und erhalten

7,,0.75 . n0.25 n0.75

20-7-In(n/r) >

Wegen r < n/dy,” ist das Argument des ,,In“ auf der rechten Seite
> 1 und die gesamte rechte Seite monoton wachsend in n. Wir
verkleinern diesen Term, indem wir die untere Schranke r - d,,° an
n einsetzen:

Ay T dy 7020

- r. dm0.25 .In (\/E . dm0.25)
r

_ dm°'25.r.ln<ﬁ.@>,

2 T
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Wieder erhalten wir einen Widerspruch, wenn d,,, ausreichend grof3
ist.

3. Vol(U{,U) > 7% /y/n und s < \/Vol(U{,Ub) - n/dy.

Man kann leicht nachrechnen, dass

Vol(UZ, V) - Vol(V;, U3)
Vol(U, Ua) = Vol
i Vj

gilt. Angenommen Vol(U],V;) ist der groBere Faktor im Zéhler, also

Vol(U, V;) > 4/ Vol(U}, U3) - Vol(Vi. V)

(Im Fall Vol(U7,V;) < Vol(V;,U)) ist der Beweis analog.) Wegen der
Annahme Vol(U7, Uj) > r'%/y/n haben wir

Vol(UL,V;) >/ Vol(U},U3) - Vol(V;, V5) (3.21)

rl5
Vi
Da das Volumen zwischen U] und V; relativ grof ist, sind mhW. viele

Kanten zwischen U] und V;: Sei W C V; eine feste Menge mit w =
[W| < n/dy® und Vol(W,V;) > n% . |w|”™. Fakt[16] zeigt

> (dy - 6n) > rO-75 . 025 > 025 |U{|0'75 '

Pr[sa(W, ;) < Vol(W,V;)/2] < exp(~Vol(I¥, V;)/8)

<

< exp(—w0‘75 . n0‘25/8) '

Es gibt nur () < (e-n/w)" mdgliche Mengen W wie oben mit [IW| = w.
Die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir die Existenz einer solchen Menge W
mit ,wenigen® Kanten zwischen W und Vj ist dann

exp(—w”™ - n"® /8 +w - In(e - nj/w)) .

Fir 0 < w < n/dm5 ist der Exponent konvex in w, vorausgesetzt
dy, ist grol genug. Indem wir die Intervallgrenzen w = 1 und w =
n/dy’ iiberpriifen, sehen wir, dass der Exponent héchstens —n®2° /10
ist. (Beachte, dass d,, < ¥/n gilt.)

Summieren wir iiber alle w, erhalten wir die Gesamtwahrscheinlichkeit
von 1 —w-exp(—n?°/10) = 1 — O(1/n?), dass fiir alle betrachteten W
(inklusive W = U]) sa(W,V;) > Vol(W, V;)/2 gilt. Wir haben also
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Wegen der Annahme s4(Uj,U}) = s < y/Vol(Uj, U}) - n/dy, haben wir

(3.19) D
= SA(U{’ Ué) > SA(U{’V) ’ d_

V' Vol(U7,U3) - n
dm

Mit ergibt sich daraus

D
VVOI(UL,U3) - n = Vol(UL, V) -

3.21 D
SNl o) Vol ) -

und damit 4n/D? > Vol(V;, V;). Das wiederum ist fiir D > 2 falsch, da
wir von Vol(V;,V;) > on - d,, > n ausgehen. O

3.2.4 Beweis von Lemma 17

Zunichst zeigen wir, dass mhW. sowohl Vol(V'\ R’, V') als auch Vol(V, V' \ C")
maximal n/(2dy,") sind. Dafiir teilen wir die Knoten v € V anhand von
Vol(u, V) ein. Sei

I ={ueV: 2" dy < Vol(u,V;) < 2 - d,}.

Dadurch wird V fiir jedes j € {1,2} durch die Mengen %7 [ [%7 . . . in
maximal logn Mengen aufgeteilt.

Wir halten jetzt j und ¢ fest. Sei u € IV und X, die Indikatorvariable
fir das Ereignis: ,u ¢ R', weil die Anzahl von u’s Nachbarn in V; nicht wie
erwartet ist“. Also ist Pr [X, = 1] wegen Fakt 16 maximal

Pr [[sa(u, V;) — Vol(u, V;)| > Vol(u, Vj)o'm} < 2-exp(—Vol(u, ‘/})0'02/4)
< 2-exp(—(2" - dm)"?/4) .

Die erwartete Anzahl von Elementen u € I \ R ist E [Zue It Xu} und ist
damit maximal 2-exp(—(2 - d,,)"%%/4)-|I*7| . Wir benutzen analog zur Rech-
nung in Abschnitt 2.4.2/auf den Seiten|30—32 die Tschebyscheff-Ungleichung.
Wir erhalten

Y E[X, X,] <E’[X]+exp(—(2" - duw)"?/4) - Y Primy, > 0] .
uFv uFv

Letztere Summe ist durch

S Vol(u, V) = 3 O(Vol(u, V) = 3 02 - dy) = 02" - dy - [149])
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beschrénkt. Wir erhalten fiir d,, grof3 genug

Var [X] E[X] +exp(—(2 - dw)*?/4) - O(2" - dyy - | 1))
< E[X]+exp(—(2' - dw)"®/5) - |1
< 2-exp(—(2" - dw)"®/5) - [1M] .
Die Tschebyscheff-Ungleichung zeigt: Mit Wahrscheinlichkeit 1 —O(|I%7| /n?)

1st
> X

u€ltd
Obige Gleichung gilt also fiir alle 0 < ¢ < logn simultan mit Wahrschein-
lichkeit 1 — ", O(|I*] /n*) = 1 —O(1/n). Summieren wir anschlieBend noch
iiber j = 1,2, sehen wir, dass (3.23) mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) fiir
alle t und fiir alle j gilt.

Falls dy, > log® n ist, zeigt (3.23), dass mit Wahrscheinlichkeit 1—O(1/n)
alle Mengen I*7 \ R’ leer sind, so dass R’ = V ist und sowohl R als auch C
leer sind. Lemma 17 gilt also.

Sei nun fiir den Rest des Beweises dy, < log® n. Jedes u € 17\ R’ trigt

Vol(u, V) = O(Vol(u, V;)) = O(2"*" - d,,)

zu Vol(V'\ R', V') bei. Wir summieren iiber ¢. Alle Knoten, deren Anzahl von
Nachbarn in V; nicht wie erwartet ist, tragen also zu Vol(V'\ R', V') insgesamt

Y VoIV \R,V) < Y |[IY\R| 02" - dy)

[\ R| = < 3-exp(—(2' - dw)*%/10) - 1. (3.23)

t>0 t>0
< > 3-exp(—(2'- dw)*/10) -0 - O - dyy)
t>0
< D 0/ dyt) =n/(4- dw')
t>0

bei. Wegen Vol(V\ R, V) < 2521 > im0 VOI(I%7\ R, V) gilt mit Wahrschein-
lichkeit 1 — O(1/n)
VOl(V\R, V)< —— und  Vol(V,V\ ') < —
2. dm 2 dm
wobei wir Letzteres auf dem gleichen Weg wie in der obigen Rechnung erhal-
ten.

Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen wir nun an, dass Vol(R, V)
oder Vol(V;,C) gréBer als n/dy,* ist. Aufgrund unserer Konstruktion von R
und C erreichen wir zwangslédufig eine Situation, in der

Vol(Vi \ R;, V) > n/dy*  und  Vol(V;,V;\ Cf;) < nfdyn*  (3.25)

(YR

(3.24)

4
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oder
Vol(Vi\ R;;,V;) <n/dy'  und  Vol(V;,V;\ C};) > n/dy’

gilt. Wir widerlegen (3.25) im Detail. Die zweite Moglichkeit kénnen wir
analog ausschliefen.

Wir unterbrechen unseren Prozess zu dem Zeitpunkt, an dem (3.25) erst-
malig gilt. Alle erwarteten Grade w/, sind O(n'~¢), fiir ¢ > 0 und konstant.
Zuséitzlich ist dpy < log® n. Beides zusammen liefert

< VOV \ Ry, V) € —= 4+ 0(n' ) = = - (1 +0(1)).  (3.26)

dm dm dm
Wegen R;; C R’ gilt
Vi\ Ri; = (V:\ R ) U (VinR)\ Rj), sowie
Vol(V; \ Rm V) = Vl(V;\R.V) + Vol(V;nR)\ R, Vj)
S VOI(‘/l \ 7,j7 ) + VO]((V N R,) \ Rz]? ])
< n/2-dyn')  + VOl(ViNR)\ R, V)
Wegen (3.26) folgt daraus wiederum
n
dm4 207 +Vol((VﬂR’)\Rw, Vi)
also n
Vol((Vi N R') \ R;;, V;) > g (3.27)

Jeder Knoten u € V;N R', den wir aus R;; in Schritt 4. entfernen, hat (zu
diesem Zeitpunkt) mindestens Vol(u, V;) - D/dy, Nachbarn in V; \ Cj;. Wir
fiigen niemals Knoten zu R}; oder Cj; hinzu, sondern entfernen nur Knoten
aus diesen Mengen. Damit verlieren wir keine der eben gezéhlten Kanten
zwischen (V; N R') \ R;; und V; \ Cj; zu einem spéteren Zeitpunkt.

Wir erhalten

SA(V\RU? \Cz/]) > ((VQR/>\RU7 \Cz/j)
> D Vol(u, V;)

>
u€(VinR')\RY; m
D -Vol(ViNR')\ R};,V}) G20 D-n
= dn A
dahingegen ist
Vol(V; \ R, V;) - Vol(V;, V; \ C7.)
Vol(V; \ R, V;\ CL) = Y —
Y ( \ (YR \ zg) v01<‘/;7‘/])
(32 2 2
. .
2 n®- (14 o0(1)) o n (14 0(1)) o

dw® - Vol(Vi, V) = dw®-on-dp ~ dn®
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Wir haben also zwei Mengen U = V; \ R}; und U’ = V; \ Cj; zwischen
denen trotz des kleinen Volumens relativ viele Kanten verlaufen. Wegen
Vol(U, V;) Vol(V;, U’)}

dn  dm

u = max{|U|, |U’|} Smax{

(3.25),(3.26)
< (o) <

NS

konnen wir diese Situation mithilfe von Lemma 22 widerlegen: Offensichtlich
ist Punkt 1. verletzt. Angenommen, der zweite Punkt von Lemma [22 gilt.
Dann ist

D-n D -dy* sA(U,U") n
-1 m Neln=2 " <90 -y -1n—
sy My < U gy S 0 ey

40-n | dy’

S —5ln—

i 2

Das ist jedoch fiir D > 140 falsch. Also ist (3.25) mit Wahrscheinlichkeit
1 — O(1/n*) unerfiillt und Vol(R,V;) < n/dy,". Die gleiche Aussage gilt fiir
Vol(V;,C).

Punkt 3. von Lemmall17 folgt direkt:

Vol(R,V;) - Vol(V;,C) - n? o

Vol(R,C) = .
ol(R,C) Vol(V;, V;) T dn® dy - 0n T dy®

3.3 Erweiterungen

Das relativ grofle ,spectral gap“ der Matrix M* aus Algorithmus /13| von
Q(dp"*) ldsst Raum fiir verschiedene Modellerweiterungen. Aus den ge-
machten Berechnungen ergibt sich beispielsweise, dass die Einschrankung
|Vi| > 0 - n mit § =konstant aufgehoben und stattdessen § mit w parametri-
siert werden kann, z. B. 6 > 1/Inw. Ebenso ist es moglich, w, > ¢-w durch
w, > W'F zu ersetzen, wenn € > 0 eine (ausreichend) kleine Konstante ist.
Ebenfalls konnte man zulassen, dass die Mengenzahl k nicht mehr konstant
ist, sondern mit w wichst.

Die jedoch interessanteste Erweiterung betrifft die Matrix D. In Ab-
schnitt 2.1 haben wir auf Seite [13 gefordert, dass D vollen Rang haben
soll. Wir werden weiter unten sehen, dass es geniigt, wenn D keine zwei
Zeilen enthélt, die linear abhéingig sind. Dies ist eine deutlich schwéchere
Einschrinkung, die auch notwendig ist, wie folgende Uberlegung zeigt.
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Angenommen, D = (d;;) hat zwei linear abhéngige Zeilen ¢ und ¢’. Dann
gilt dy; = a - d;; und ohne Beschrankung der Allgemeinheit 0 < o < 1.
Beachte: Da D symmetrisch ist, gilt

di’z" = - dz”i = - dii’ = 042 . d“

Wir konstruieren jetzt andere Modellparameter, die zwar exakt die gleichen
Kantenwahrscheinlichkeiten implizieren, jedoch nur & — 1 Mengen in den
Graphen pflanzen. Die Idee dabei ist, V; und V; zu verschmelzen und den
Faktor « in die Gewichte zu iibertragen.

Zur besseren Unterscheidung der ,alten® und der ,neuen“ Modellinstanz
kennzeichnen wir Letztere mit einen Unterstrich. Sei also V; = V; U Vir und
V; =V fiir j & {i,7'}. Fiir u € Vi setzen wir w, = a - ¢ - w, und fiir u ¢ Vy
sei Wy = € W,, Wobel

c:1+(a—1)-z_wu

o
ein Korrekturfaktor ist, um den verédnderten Durchschnittsgrad auszuglei-
chen. D entsteht, indem wir aus D die Zeile i’ und die Spalte ¢’ 16schen.

Es ist leicht nachzurechnen, dass die Kantenwahrscheinlichkeiten bei bei-
den Modellinstanzen gleich sind. Wir fithren dies exemplarisch fiir u € V;
und v € Vj; vor. In der Ausgangsinstanz ist

Wy, * W
P ) EE=dpy ——=dj-a- —
el o)} € B = dio - 0 = gy B

Wy, * Wy

(3.28)

In der neuen Instanz gehéren v und v zu V;, also ist

Wy + Wy cwy) - (e w,
Pr[{u,v}EE]:dm;:d”(c w)_(a ¢ w)
— w-n w-n
Mit
B = Yo Ywet Y Y et Yaceon,
ueV u%‘/;/ UEV;/ u%Vl/ ueVi/
= Zc-wu—l—Z(a—l)-c-wu
uevV u€Vy
— « 0 . . — . wu = 2~_-
= cw-n |1+ (« 1>Zm-n c-wen
”LLGV,L-/
folgt
Wy = O+ Wy

Pr[{u,v} € E] =d;; - ——,

w-n
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was identisch zu (3.28) ist.

Es gibt also Modellinstanzen mit unterschiedlicher Mengenzahl, die diesel-
ben Kantenwahrscheinlichkeiten implizieren. Eine Rekonstruktion der Men-
gen Vi, ..., Vi ist somit — ohne weitere Zusatzinformationen — unmoglich.
Vielmehr ist das Finden der Mengen Vi, ..., Vi_1 zu erwarten.

Aus den eben dargelegten Griinden beschranken wir uns auf Matrizen D
mit Rank &' < k, die aber keine zwei linear abhingigen Zeilen enthalten.

Wir konstruieren die Matrix M* genau wie in Algorithmus |13 angegeben.
Trotz der Modifikation beziiglich D bleiben die Aussagen von Theorem (14
unberiihrt. Aus diesem Theorem erhalten wir wiederum

Lemma 23. Wenn Theorem |14 fiir M* gilt, so hat M* genau k' Eigenwerte
mit Absolutbetrag O(1/w), wdihrend alle anderen Figenwerte betragsmdfig
nur O(1/(W@ - dy™*)) sind.

Der Beweis ist analog zu dem von Lemma 6, weswegen wir auf ihn ver-
zichten. Beachte, dass jetzt nur noch k&’ Eigenvektoren zur Verfiigung stehen,
um séamtliche £ Mengen zu identifizieren. Das folgende Lemma zeigt, dass
dies prinzipiell moglich ist.

Lemma 24. Seien si, S, ..., Sk die Eigenvektoren zu den k' betragsgrifsten
Figenwerten von M* mit ||s;|| = \/n. Seien x1, ..., xx die charakteristischen
Vektoren von Vi, ..., Vi. Falls Theorem |14 fir M* zutrifft, gilt fir die (ein-
deutige) Zerlegung

S =Q41 X1+ Qg X+ -+ Qg Xk Vi U

mit u; L x1, ..., xk und ||ug]| =+/n
1. |yl = O(dy ™) fiir 1 <i <K'
2. Fir alle1 <j#j <k gibteseinic{l,...,k'}, so dass

|Oéz'j - Oéij/| Z ]_/\/lIldm.

Beweis. Wir beginnen mit Punkt 1. Da s; ein Eigenvektor zum Eigenwert
mit Betrag ©(1/w) ist, gilt

[t (M* - 5)] = ©(1/m) - [+ 5:] = O(1L/m) - |+ - | = O /) - ]

Andererseits folgt aus Punkt 2. von Theorem [14 wegen u; L x1,..., X

t
ui * S;

}Uf M Si| - n- =0 (@_1'49 + dm—1.5)

Al I3l

= O (n/(w-du"")) .
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Beide Gleichungen zusammen ergeben |v;| = O(dy,~%*).

Wir kommen zu Punkt 2. Angenommen, es gibe j, 7/ € {1,...,k} mit
Jj # j',so dass fir alle i € {1,...,F} |oy; — | < 1/V/Ind,, wire. Dann
steht der Vektor v = x;/ |V;| — x;// |Vir| ,anndhernd“ senkrecht auf allen s;,

denn
1

Ind,

0" si| = Jag — @] <

Seil nun

Man kann nachrechnen, dass v’ senkrecht auf allen s; steht und ,,annidhernd*
parallel zu v ist. Beide Vektoren v und v’ haben Norm ©(1//n). Da ¢’
senkrecht zu sy, ..., sy steht, liegt er vollstdndig in dem Raum, der von den
Eigenvektoren aufgespannt wird, deren Eigenwerte einen Betrag von O(1/(w-
d™*)) haben. Somit muss

* / 1 / 1
=0 (o) W1 =0 (52 pwm) (629

gelten. Nun ist

k/
1M = Ml =)

=1

vt

M-

‘S’[/

k,/
* 1 *
> [|M 'U”_WZHM x|
moi=1

> [[M*-v]| -0 ( (3.30)

Wir werden gleich sehen, dass ||M* - v| = O(1/(w - /n)) ist, womit sich die
Abschétzungen (3.30) und (3.29) widersprechen.
Sei nun n = M* - v. Fiir jedes i € {1,...,k} gilt

o m'LLUQ mUUQ
donw =3 | > il 2. V|
uev; ueV; \ueV; 'Y upeVy 'Y

UMy -1 1 My, -
Vil |Vir]
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Mit Theorem [14] ergibt sich daraus

> n(w) = (d”'m'm'w —d”"m'Wj"M').(liO(dm0'49))

w-n w-n

— I/Vi \4 A(dij - Wi —dijr - W) - (1 +0 (dm70.49)) '

w-n

Aus der Jensen-Ungleichung fiir konvexe Funktionen (vgl.|A.6) folgt, dass
> uev, M(u)? minimal ist, wenn alle 77(u) gleich dem Mittelwert
n(w) _ Wi
Vil w-n

sind. Es ergibt sich

> nw? = Vil (an (diy - Wy —dij - Wy) - (1£0 (dm0~49)))

2
> |V;|.(Wi'(dij'Wj—dz‘j"Wj’)) |

- 2-w-n

Der Term d;; - W; — d;j» - W, ist fiir wenigstens ein ¢ € {1,...,k} ungleich 0,
sonst wéaren Zeile j und Zeile j' in D linear abhéngig. Somit erhalten wir fiir

e > o= (M) wi-o ()

und daraus

I ol =l =[St = [Sntwr =0 (=)

ueV ueV;

]

Lemma zeigt uns mit Punkt 1., dass die Storung von s; durch den
Vektor u; relativ klein ist und mit Punkt 2., dass es fiir je zwei Mengen V;
und Vj immer einen Vektor s; gibt, in dem die ,typischen® Eintrage der
Elemente in V; deutlich von den ,typischen® Eintrdgen der Elemente in V)
abweichen. Das folgende Lemma prézisiert dies.

Lemma 25. Seien M*, sq,...,s und oy; wie in Lemma 24 beschrieben.
Wenn Theorem (1] fir M* gilt, dann gilt fir alle i € {1,...,k'} und alle
j € {1l,...,k}: Die Anzahl der Koordinaten v € V; in s; mit |ou; — s;(v)| >
1/1n? dy, ist O(n - In* dy, /dy,*®).
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Beweis. Sei v € Vj, so dass |ay; — s;(v)| > 1/In*dy,. Anhand der Zerlegung
von s; wie in Lemma [24] sehen wir, dass |y; - u;(v)| > 1/In*dy, sein muss.
Wegen || = O(dw ™ "*) folgt u;(v) = Q(dn""/In*dy). Und da u! - u; = n
ist, kann es maximal n-O(In* dy, /dy,"*®) solcher Koordinaten in u; geben. [

Zur Rekonstruktion der k gepflanzten Mengen teilen wir nun die Eintrige
der Vektoren s; in Intervalle der Lénge 1/In'® d,, ein. Diese Intervallgrofe
ist im Vergleich zum Wert von 1/ In? d,;, in Lemma 25/ sehr groB. Wir kénnen
also davon ausgehen, dass (abgesehen von den erwihnten n-O(In* dy, /dy, ")
Koordinaten) alle Eintrége, die zu V; gehoren, in zwei benachbarten Inter-
vallen liegen. Wir nennen diese beiden Intervalle ,,Hauptintervalle® von V;
beziiglich s;.

Wir betrachten die Hauptintervalle von V; und Vj mit j # j'. Fiir einige
der s; konnen diese beliebig nah beieinander liegen und sogar identisch sein.
Lemma 24/ zeigt uns aber, dass es mindestens ein s; gibt, wo die Werte o
und ay; relativ weit auseinander liegen, so dass die Hauptintervalle von V;
weit von den Hauptintervallen von Vj entfernt sind. Dadurch ergeben sich
Liicken, mit deren Hilfe wir V; von V}, unterscheiden kénnen.

Um die Erkennung zu vereinfachen, betrachten wir Intervalle, in denen
weniger als n/ dn %" Eintrége liegen, als leer. Innerhalb zweier Hauptinter-
valle liegen ©(n) Eintrdge. Daher ist maximal eines dieser beiden Intervalle
leer. AuBlerhalb der 2k Hauptintervalle beziiglich s; liegen wegen Lemma 25|
maximal k- n - O(In* dy/dy"?®) < n/d,"°" Eintrige. Demnach sind auBer
den Hauptintervallen alle anderen Intervalle leer. Es gibt also zu jedem s;
maximal 2 - k Intervalle, die nicht leer sind.

Natiirlich konnen wir nicht erwarten, alle Mengen an nur einem Vektor s;
erkennen zu kénnen. Wir werden daher von der Partition P = {V'} ausgehen
und diese iteriert mithilfe sdmtlicher s; verfeinern, bis wir alle & Mengen
identifiziert haben.

Wir definieren dazu die Funktion fiyv, : Z — {0,1}, die uns angibt,
welche Intervalle bei dem Vektor s leer bzw. nicht leer sind, wenn wir nur die
Koordinaten aus V' beriicksichtigen. Sei also

[ [+1
{UGV’:—SS(U) i H> "

bl 7 d Sy f| T d

fV’,S(l) =

0 sonst

Nun betrachten wir den folgenden Algorithmus, der Algorithmus (13| er-
weitert.

Algorithmus 26.
Eingabe: Die Adjazenzmatrix A = (a,,) eines Graphen G = (V, E).
Ausgabe: Eine Partition P von V.
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1. Berechne den Durchschnittsgrad d = Yoo dy/n und setze d,, =
d/Ind.

2. Bestimme U ={u eV :d, > dn}.

3. Konstruiere M* = (my,) mit my, = ayu/(dy - d,) fiir u,v € U und
My, = 0 sonst.

4. Berechne die Eigenvektoren sy, s3,... von M* zu den Eigenwerten, de-
ren Betrag > 1/(d - Ind,,) ist. Skaliere alle s; auf Linge /n.
5. P:={V}.

6. Solange es V' € P und s € {sy, g, ...} gibt mit
fV’,s(ll) =1, fV’,S<12) = fV’,s(l2 + 1) =0, fV’,s(l3) =1,
fiir [y < ly < I3, dann
setze V" :={v e V' :s(v) < (I +1)/In"" dy,} und
ersetze V' in P durch V" und V' \ V".

Da der Algorithmus weder & noch &’ kennt, benutzen wir in Schritt 4.
den Term 1/(d -Ind,,) um die Eigenwerte der Grofie ©(1/w) von denen der
GroBe O(1/(w - d®*)) zu unterscheiden.

In Schritt 6. wird die gewahlte Menge V' aufgespalten. Dazu trennen wir
die Eintrége von s zwischen zwei leeren Intervallen. Von den beiden Haupt-
intervallen von V; beziiglich s ist wenigstens eines nicht-leer. Somit ist ga-
rantiert, dass niemals zwei Hauptintervalle einer Menge V; getrennt werden.

Also bleiben fast alle Eintrége von V; in V' oder in V". Das garantiert
(gemeinsam mit Lemma [25) zu jedem Zeitpunkt fiir alle Mengen V;

, In* dp,
max [V ﬂVjIZIV}I—O(W'n) : (3.31)
Solange es ein V' € P gibt, das den Grofteil von zwei Mengen V; und
Vjs beinhaltet, ist die Bedingung aus Schritt 6. erfiillt und V' wird weiter ge-
trennt: Wegen Lemma [24] gibt es ein s;, so dass |a;; — o] > 1/v/Ind,,. Die
kleine IntervallgroBe von 1/1In'® d,, sorgt dafiir, dass zwischen den Hauptin-
tervallen von V; und Vj mindestens In d,,, — 4 Intervalle sind. Von denen sind
mindestens (Indy, —4) — 2k > 3k leer. Zwischen den Hauptintervallen von V;
und Vj: beziiglich s; muss es also zwei benachbarte leere Intervalle geben.
So wird Schritt 6. so lange wiederholt, bis jede Menge V; (bzw. der aller-
grofite Teil davon) in einer eigenen Menge in P separiert ist. Ungleichung
(3.31) zeigt, dass sich der Algorithmus damit beendet und von jedem V; nur
ein unwesentlicher Anteil falsch eingruppiert wurde. Fassen wir alle Uberle-
gungen dieses Kapitels zusammen, erhalten wir

Theorem 27. Sei G ein Graph, der in unserem erweiterten Modell gene-
riert wurde. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) liefert Algorithmus [26) ei-
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ne Partition P, die von der gepflanzten Partition Vi,..., Vi in mazximal
@ (n -In* dm/dm0'98) =0 (n/a 0'97> Knoten abweicht.

Die oben erwdhnten Modellerweiterungen beziiglich ¢, k£ und ¢ sind zwar
immer noch méglich, wir belassen es jedoch beim derzeitigen Stand und sehen
uns einige experimentelle Ergebnisse an.

3.4 Experimente

Wir untersuchen exemplarisch zwei Partitionierungsprobleme: 3-Farbbarkeit
und MinBisection. Beide unterscheiden sich wesentlich voneinander. Bei ers-
terem Problem wird versucht, die Anzahl der Kanten innerhalb der drei Men-
gen zu minimieren, bei zweiterem die Anzahl der Kanten zwischen den beiden
Mengen. Weitere Partitionierungsprobleme wurden von Riediger in [Rie(7]
und [Rie08] eingehend untersucht. Wir nutzen Riedigers Implementierung
aus [Rie08].

Um einen Einblick in die Leistungsfahigkeit von Algorithmus 26 zu er-
halten, haben wir Graphen mit 1000, 5000 und 10000 Knoten in unserem
Modell generiert. Die Gewichtsverteilung entsprach einem power-law mit Ex-
ponenten 2.5. Das heiflt, der Anteil der Knoten mit Gewicht d war propor-
tional zu d=>°. Es gab also O(n/log*® n) Knoten mit Gewicht logn. Die An-
zahl der Knoten mit Gewicht n%* war ©(n/(n%*)%?) = ©(1). Das heifit, das
maximale Gewicht lag in der GroBenordnung n’*. Beachte, dass bei power-
law-Verteilungen mit Exponenten > 2 das mittlere Gewicht w unabhéngig
von n konstant ist.

Die Knotengrade zahlreicher sozialer und biologischer Netzwerke unter-
liegen der power-law-Verteilung mit Exponenten zwischen 2 und 3. Gleiches
vermutet man z. B. vom Internet-Graphen (mit den Routern als Knoten) oder
dem www-Graphen (mit den Seiten als Knoten). In [DM03] werden power-law-
Verteilungen und ihr Vorkommen ausfiihrlich diskutiert.

In solche Graphen haben wir nun 3-Farbungen gepflanzt. Dazu haben wir
die Knotenmenge randomisiert in drei etwa gleich grofie Mengen Vi, V5 und
V3 zerlegt. Fiir die D-Matrix wéhlten wir

011
D=1 01
110

Innerhalb der drei Mengen wurden also keine Kanten eingefiigt. Eine Kante
{u,v} zwischen V; und V; (i # j) wurde geméf unseres Modells mit Wahr-
scheinlichkeit w,, - w, /(W - n) generiert.
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100
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%
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n=1000
n=>5000:----

40 : n=10000 — -
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Durchschnittsgrad d

Abbildung 3.1: Ubereinstimmung mit gepflanzter 3-Farbung

Auf die so erstellten Graphen wandten wir Algorithmus 26| an, der uns
— zumindest fiir groBe Werte von d — eine Einteilung der Knoten liefert, die
nahezu der gepflanzten Partition entspricht, vgl. Abbildung(3.1. Die Ausgabe
des Algorithmus ist lediglich eine Anndherung, so dass nicht garantiert ist,
dass es sich um eine 3-Farbung handelt. Innerhalb der gefundenen Mengen
kénnen noch Kanten verlaufen.

Natiirlich ist es moglich, die gefundene Naherungslosung zu einer korrek-
ten Farbung zu vervollkommnen. Wir verzichten jedoch darauf und belassen
es bei der Losung des Algorithmus.

600 ‘ | ‘ ‘
Algorithmus 26 - - - --
500 - Algorithmus [MT96] ——

400 |- ’b/ -~\\\\ﬁ\\\\\\\\\///////,/// -

0 - | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Durchschnittsgrad d

Abbildung 3.2: Laufzeit bei gepflanzter 3-Féarbung und n = 10000

Um die Geschwindigkeit unseres Algorithmus einzuschétzen, verglichen
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Abbildung 3.3: Laufzeit bei gepflanzter Bisektion und n = 10000

wir ihn mit einem sehr schnellen Farbungsalgorithmus aus [MT96], der auf
DSATUR von Brélaz basiert [Bré79]. Die Implementierung stammt von Trick
selbst. Die Zeitmessungen wurden auf einem AMD Athlon XP 2400+ mit 512
MB RAM durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass unser Algorithmus vergleichsweise
schnell agiert und nur einen Bruchteil der Zeit benotigt.

Ein dhnliches Bild zeigt sich bei der gepflanzten Bisektion. Zur Generie-
rung teilten wir die Knotenmenge in zwei gleichgrofie Mengen 1} und V5 und

wahlten
1 05
D= (0.5 1 ) '

Die Wahrscheinlichkeiten fiir Kanten zwischen den beiden Teilen wurden also
halbiert. Erwartungsgemaf liegen so etwa ein Drittel aller Kanten zwischen
V) und V5 und die restlichen zwei Drittel innerhalb der beiden Mengen.

Als Vergleichsalgorithmus benutzten wir ,Reactive Randomized Tabu
Search® aus [BB99]. Wir verwendeten die sehr effiziente Implementierung
von Dun, die fiir die Grid Challenge 2006 erstellt wurde [DTY06]. Die Haupt-
schleife von RRTS liefen wir nur einmal durchlaufen, da einerseits sehr gut
partitioniert wurde, andererseits die Laufzeit bei Graphen mit 10 000 Knoten
schon recht hoch war.

Bei den Experimenten ist aufgefallen, dass RRTS sehr schnell sehr gute
Losungen findet und diese in der verbleibenden Zeit nur wenig verbessern
kann. Fine Losung, die nach wenigen Sekunden gefunden wurde, war meistens
nur wenige Prozent schlechter als die Losung am Ende des Algorithmus. Es
wiirde also geniigen, RRTS nach wenigen Sekunden abzubrechen.

Die Laufzeiten unseres Algorithmus im Vergleich zu einer Iteration von
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Abbildung 3.4: Anteil der Kanten zwischen den Mengen der Bisektion

RRTS sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Wieder ist unser Algorithmus deut-
lich schneller als das Vergleichsverfahren.

Um die Qualitéit unserer Losung zu bewerten, bestimmten wir den Anteil
der Kanten zwischen den gefundenen Mengen V; und V5. Da unser Algorith-
mus nicht speziell auf das Finden von Bisektionen ausgelegt ist, garantiert er
nicht, dass beide Mengen gleich grof3 sind. Die Abweichung von diesem Ideal-
wert betrug bei 10000 Knoten ab einem Durchschnittsgrad von 80 maximal
2%. Wir storten uns nicht an dieser kleinen Ungenauigkeit und verglichen
die gefundene Losung in Abbildung (3.4 direkt mit der von RRTS.

Dort sehen wir fiir beide Algorithmen den relativen Anteil der Kanten
zwischen den beiden Mengen der Partition. Je kleiner dieser ist, desto besser
ist die Losung. Es zeigt sich, dass die Verfahren #hnlich gut partitionieren.
Vor allem bei den dichteren Instanzen ist der Unterschied zwischen beiden
Methoden marginal.

Algorithmus 26 ist ein schnelles Verfahren, das zumindest auf zufalligen
Graphen mit gepflanzten Partitionen sehr gute Ergebnisse liefert. Bemer-
kenswert ist, dass der Algorithmus keinerlei Zusatzinformationen iiber die
verwendeten Modellparameter benotigt. Insbesondere 16st er nahezu beliebi-
ge Partitionierungsaufgaben ohne Kenntnis des konkreten Problems.



Kapitel 4

Max3Sat

4.1 Das Modell

Zunéchst spezifizieren wir noch einmal das verwendete Modell Form,, 5, und
besprechen einige grundlegende Fakten. Die Menge der boole’schen Variablen
sei V = {xy,...,x,}, die Menge der Literale L = {z,..., 2y, 721, ..., T, }.
Eine Klausel ist ein geordnetes Tripel von Literalen.

Es lassen sich demnach genau (2n)* solche Tripel bilden. Jedes Tripel
fiigen wir mit Wahrscheinlichkeit p unabhéngig von den anderen in unsere
Formel ein.

Beachte, dass wir auch Klauseln der Art (x;V -z Vo) und (x1 Vs V)
zulassen. Es ist nur ein technisches Detail, die nachfolgenden Analysen auf
Modelle zu iibertragen, bei denen derartige Klauseln nicht generiert werden.

Wir benutzen in diesem Kapitel die Notation

(XY, 2)=(X,) Y, Z)p={(zVyVz)eF:zeX,yeY,z€ Z}.

So beschreibt beispielsweise (L, L, L) alle Klauseln in F' und (L, L, {z}) alle
Klauseln aus F', die auf der dritten Position z haben.

Die Anzahl m der Klauseln ist binomialverteilt mit den Parametern (2n)3
und p. So folgt aus Fakt [16, dass fiir p > 1/n'® mit Wahrscheinlichkeit
1 — exp(—n9?)

m=28-n-p+(n® p’ =87 p-(1+0(1)) (4.1)

ist.

Ahnlich scharf ist die Anzahl der Vorkommen jedes Literals auf jeder der
drei Positionen am Erwartungswert konzentriert: Fiir ein festes z € L gibt es
(2n)? mégliche Klauseln, wo z auf einer festen Position i = 1,2, 3 stehen kann.
Wir erwarten in F' somit (2n)?-p > 4-1/n dieser Klauseln. Aus Fakt[16 kénnen

85
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wir schlieen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—n®?*) jedes Literal auf

jeder Position 4n?-p=+(n?p)®™ = 4n?p-(14o0(1)) oft vorkommt. Wir benutzen

im Weiteren ~, um die hdufig auftretenden (1 + o(1))-Terme abzukiirzen.
Wihrend wir die beiden Tatsachen

n

an einer gegebenen Formel leicht iiberpriifen kénnen, ist der folgende Fakt
anspruchsvoller.

Unser Ziel ist es, algorithmisch zu zeigen, dass fiir jede Menge X C L mit
[X[=n

(X, X, X) ~ %
gilt.

Ist obige Gleichung nachgewiesen, ldsst jede Belegung ~ m/8 Klauseln
unerfiillt: Jede beliebige Belegung setzt genau n Literale auf ,falsch®. Ist X
diese Menge von Literalen, zeigt obige Gleichung, dass es ~ m/8 Klauseln
in F' gibt, die nur aus diesen Literalen bestehen, also unter dieser Belegung
unerfiillt sind.

4.2 Idee und Algorithmus

Im Abschnitt 2.3 haben wir ausfiihrlich diskutiert, warum spektrale Metho-
den beim Finden von Lésungen helfen. Es ist interessant, dass sie sich genauso
eignen, Losungen auszuschlieBen. Wir demonstrieren das an einem einfachen
Beispiel.

Sei G = (V, E) ein regulirer Graph mit Grad r und A seine Adjazenzma-
trix. Wir interessieren uns dafiir, ob es in G eine Bisektion gibt, die weniger
als 49% aller Kanten enthélt.

A habe die folgenden spektralen Eigenschaften:

1. Der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert ist der Eins-Vektor 1.
2. Der zugehorige Eigenwert ist r, alle anderen Eigenwerte sind betrags-
méBig O(y/r).
Angenommen, es gibe eine solche Bisektion. Dann miisste sich V' in zwei
gleich grofle Mengen V; und Vj; teilen lassen und e(Vy, V) — die Anzahl der
Kanten zwischen V; und V, — miisste < 0.49 - | E| sein.

Wir betrachten den Vektor v = 1y, — 1}y,. Fiir die Elemente u aus V} ist
also v(u) = 1 und fiir u ¢ X ist v(u) = —1 (vgl. Abschnitt 2.2)). So gilt

v A =2-e(V, V) —2-e(Vy, Vo) + 2 e(Va, Va)
—=2.(0.51-|E|— 049 - |E|) = 0.04 - |E| = O(n - 7).
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Andererseits steht v senkrecht auf 1. Er liegt also vollsténdig in einem
Unterraum, der von den restlichen Eigenvektoren aufgespannt wird. Alle zu-
gehorigen Eigenwerte sind vom Betrag her O(,/r). Deshalb ist

v Ao =00 OWr) =0 V).

Wir erhalten einen Widerspruch, wenn r grofl genug ist. Also kann es eine
derart kleine Bisektion nicht geben. Mithilfe der Eigenwerte von A konnten
wir eine derart kleine Bisektion ausschlieBen, ohne eine einzige Bisektion
direkt zu iiberpriifen. Allgemeiner gefasst, kann man sagen:

Lemma 28. Seien G = (V, E) ein Graph, \y > ... > \, die Eigenwerte
seiner Adjazenzmatriz und ey der Eigenvektor zu Ay mit |le1]] = v/n. Wenn
fir0 < f=o(1) gilt

1. maxi>1|/\,-| Sf/\l
2.1t ey >n-/1— f2

Dann gilt fiir jedes X C 'V mit | X| = n/2: Innerhalb von X verlaufen |E| /4+
n- f- A\ Kanten.

Beweis. Seien ey, ..., e, mit ||¢|| = v/n die paarweise orthogonalen Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., \,.

Wir schreiben e; als e; = a-1+b-4' mit v’ L 1 und ||o/|| = v/n. Dann ist
a’+ 0> =1 Wegen 1'-e; = a-1'-1 = a - n folgt aus Punkt 2. a > /1 — f2
ist somit [b| < f. Der grofite Eigenvektor ist also anndhernd der 1-Vektor.

So gilt fiir jedes w L 1 mit |Jul| = y/n die Ungleichung |u® - e;| = [b] -
vt/ < |b] -n < f - n. Schreiben wir u in der Eigenvektorbasis ey, ..., e, als
u=>" a-e;,so folgt Joy| = |u' - ei| /n < f. Der Vektor e; hat also nur
einen kleinen Anteil an v 1 1.

Sei nun v mit ||v]] = y/n ein weiterer Vektor. Die Darstellung von v
beziiglich der Eigenvektorbasis sei v = > | (; - e;. Beachte, dass Y ;' | a7 =
S B =1 gilt.

Dann ist

n
E ai-)\i-ei-v

i=1
n
E ;- N Bi-n
i=1

n n
= E az)\zezg ﬁj~ej
i=1 j=1

n
|ut-A~v| = E ;e A-v
i=1

< log- A -Bi-n|+ Zaz")\i'ﬁi'n
=2

< f-hantfA Zai'@'n :
i=2
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Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwartz (vgl. (1.117b) in [BSMMO05]) folgt
S B <3t a0, 42 <1 und damit

‘ut~A'U‘§2~f-)\1-n

fiir alle w, v mit ||ul| = ||v|| = v/n und w L 1.
Seinun Y =V \ X und v = 1jx — 1}y. Fiir v setzen wir v = V2. 1x. Es
gilt ||u]] = ||v|| = v/n und w L 1. Wir erhalten durch obige Uberlegungen

2-f A n>‘u “A- U‘ lsa(X, X) —sa(Y, X)]| .

Beachte, dass in s4(X, X) jede Kante, die innerhalb X liegt, zweimal gezihlt
wird.
Mit v = /2 - 1,y erhalten wir analog

2f)\l “n > ISA(Yay) _SA(X>Y>’ :

Beachte, s4(X,Y) = s4(Y, X).
Insgesamt gilt

2-|E] = sa(X,X)+sa(X,Y)+54Y, X) +54(Y,Y)
SA(X, X))+ 2 (sa(X, X)£2-f- A1 -n)+
sa(X, X)£4-f- A -n
— 4 su (X, X)£8-f-M\-n

Die Anzahl der Kanten innerhalb X entspricht s4(X, X)/2, also |E| /4 £ f -
)\1 Nn. ]

Die Adjazenzmatrix dichter zufélliger Graphen aus dem G, ,-Modell hat

typischerweise obige Eigenschaften mit A; ~ d und f = O(1/vV'd), wobei d
der Durchschnittsgrad ist. So ergibt sich als Anzahl der Kanten innerhalb X
der Wert |E|/4-(1+1/Vd).

Auf diese Weise kénnen wir Mengen mit besonders vielen oder besonders
wenigen Kanten ausschlieBen. Man kann Lemmal28 auch auf Mengen X mit
a-n Knoten ausweiten. Da wir diese starkere Aussage nicht benotigen, bleiben
wir bei obiger Variante.

Auf dem Weg zu unserem Ziel (X, X, X)| ~ m/8 bendtigen wir den
,Projektionsgraphen“ Gy = (L, F). Dieser entsteht aus F', indem wir das
letzte Literal jeder Klausel ,vergessen®. Das heifit {b,c¢} € E genau dann,
wenn fiir ein z gilt (bV eV z) € F oder (¢VbV z) € F. Wir lassen in G5 auch
Schlingen, also Kanten der Art {b,b} zu, da die Analyse von G3’s Spektrum
dadurch etwas einfacher wird.
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Mithilfe von G5 und obigem Lemma kénnen wir iiberpriifen (Algorith-
mus 29), dass |(X, X, L)| ~ m/4 ist. Das gentigt aber nicht, um eine Aussage
iiber |(X, X, X)| zu erhalten. Diese ergibt sich erst in Verbindung mit einem
weiteren Graphen, dem , Produktgraphen® G4 = (L x L, Ey).

Wir bilden G4 iiber das dritte Literal der Klauseln derart: Fiir zwei ver-
schiedene Klauseln (b; V by V z) und (¢; V ¢2 V z) aus F fiigen wir die Kante
{(b1,c1), (ba,c2)} in Ey4 ein. Beachte die Vertauschung der Literale bei den
Knoten. Diese dient der besseren Verteilung der Kanten iiber die Knoten-
menge.

Wegen (4.2) ist die Anzahl der Kanten in G4 mit hoher Wahrscheinlichkeit

|Ba| ~ Y IL, LAY ~ (4n®p)? - 20 = (20)°p°.

z€L

Zahlen wir nun die Kanten, die innerhalb X x X liegen, so ergibt sich ein
Wert von

DX NP+ DI X D)

zeX 2¢X

Jede der Summen ist minimiert, wenn deren Terme |(X, X, {z})| am arith-
metischen Mittelwert sin(ﬂ, also

>3 (I(X,)Tf,Xﬂ)2 s (|(X,X,nL\X)|)2

zeX z2¢X
(X, X, X)[* + (X, X, L\ X)|?
. .

Wieder ist die Summe minimiert, wenn |(X, X, X )| und |(X, X, L \ X)| beide
den Wert

(XX, X0+ (XX LAX)| (XX D) m
8

2 2

haben. Also liegen innerhalb X x X in G4 mindestens

2 (m/8)

2 E.
< oy |E

n’ ~

16

2

Kanten. Dies ist auch genau der Wert, den wir erwarten wiirden, da X x X
ein Viertel aller Knoten von G, ausmacht und bei gleichméafliger Verteilung
~ 1/16 aller Kanten innerhalb X x X liegen miissten.

!Dies folgt aus der Jensen-Ungleichung, siehe (A.6).
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Andererseits zeigt obige Rechnung: Weicht |(X, X, X)| wesentlich von
m/8 ab, so liegen innerhalb X x X wesentlich mehr als |Ey| /16 Kanten.
Wir préazisieren dies beim Beweis von Theorem (33|

Mithilfe der Eigenwerte der folgenden Matrix A = A(F,p) konnen wir
algorithmisch iiberpriifen, ob fiir jede Menge X C L mit | X| = n tatséchlich
~ |E4| /16 Kanten innerhalb X x X liegen, woraus das gewiinschte Resultat
|(X, X, X)| ~m/8 folgt.

Fiir 0 < p <1 und by,b9,2 € L sei

-1 falls (by VbV 2) € F

Boope = By poo(F.p) =
b1b2 blb2< p) {p/(l—p) sonst

By, ist also eine Art Indikator dafiir, ob (by V by V 2z) € F ist oder nicht.
Die Konstruktion ist so gewéhlt, dass der Erwartungswert von By,,. fiir
F € Form,, 3, gerade 0 ist. Dies erleichtert uns die Analyse von A.

Sei nun A = A(F,p) = (pyc; byey) die |L| x |L|-Matrix mit

ab1cl,b202 = Z(Bblbgz : Bclcgz + Bbzblz : BCQClZ) fur (bla b2) 7& (Cla 02)

zeV

und ay, ¢, pye, = 0 fiir (by, b)) = (c1, c2).

Die Konstruktion ist direkt G4 nachempfunden: Jedes Klauselpaar (b, V
by V 2), (c1 Ve V 2), das eine Kante {(b1,c1), (be,c2)} in Gy erzeugt, trigt
ZU Ap, ey bye, €€ 1 bei. Alle anderen Summanden sind im Betrag O(p) (die
meisten sogar O(p?)), also nahe 0, da wir von p = o(1) ausgehen.

A wirkt zundchst kompliziert, ldsst sich aber in der spateren Analyse gut
handhaben. Diese folgt der Idee von [FK81]. Wir kénnen die Methoden aus
[FKS89] hier nicht anwenden: Die Kanten des Produktgraphen sind nicht
unabhéngig voneinander, wenngleich die Abhéangigkeiten sehr gering sind.

In [FGO1] wurde die Adjazenzmatrix A eines Graphen analysiert, der
G4 sehr dhnelt. Zur Abschétzung von A’s Eigenwerten wurde dort ebenfalls
auf die Spurmethode zuriickgegriffen. Die Spur selbst wurde aber auf andere
Weise als in [FK81] abgeschitzt.

Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe der Hauptdiagonal-
elemente. Diese entspricht gleichzeitig der Summe der Eigenwerte \q,..., A,
der Matrix, vgl. Abschnitt 7.1.1. in [GVO1]:

Spur [4] = Z Ai -
i=1

Sei k > 0 eine natiirliche Zahl. Dann kann man leicht nachrechnen, dass
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Ak AF die Eigenwerte von A* sind. Damit gilt
Spur Ak Z AP

Ist A die Adjazenzmatrix eines Graphen G, entspricht Spur [Ak] aber
auch der Anzahl der geschlossenen Wege in G mit Lénge k.
Durch Auszdhlen dieser Wege konnte in [FGO1] gezeigt werden: Fiir kon-
stantes k gilt
Spur [Ak} ~ 2k k2

Fiir Ay, den grofiten Eigenwert der Adjazenzmatrix von Gy, ergab sich
A1 ~ 2n%. Somit war

Spur Ak — A= Z)\k—o 25

Fiir gerades & gilt S A% = S |\|". Somit waren alle anderen Eigenwerte
A2, ..., A, vom Betrag her o(n*) = o();). Dieses ,,spectral gap“ reichte aus,
um die Existenz einer unabhingigen Menge mit Grofe n? in dem — zu Gy
dghnlichen — Graphen zu widerlegen. Da eine erfiillbare Formel aber so eine
unabhéngige Menge induziert, kann so die Unerfiillbarkeit bewiesen werden.

Da die Analyse verlangte, dass k = konstant ist, war p = Q(n®/n'®) mit
e = ¢(k) = konstant notig. Um diese Klauselwahrscheinlichkeit verringern zu
kénnen, wurde in [GLO3] erstmals die Matrix A benutzt, um die GroéBe der
groften unabhéngigen Menge zu beschréanken.

Wir vereinfachen die Analyse von A und erhalten dabei stédrkere Aussagen
iiber G4: Nicht nur, dass in jeder Menge der GréBe n? mindestens eine Kante
liegt, sondern sogar ~ |FE,|/16. Daraus folgern wir — gemeinsam mit dem
Projektionsgraphen — wie eingangs besprochen, dass F' nur zu ~ 7/8 - 'm
erfiillbar ist.

Der folgende Algorithmus tiberpriift, ob |(X, X, L)| ~ m/4 ist.

Algorithmus 29.
Eingabe: F'in 3KNF mit den 2n Literalen L und m Klauseln.

Setze d :==m/(2n).

Konstruiere Go = (L, F).

Priife, ob |E| = m £ 20 - d*.

Priife, ob G5 Lemma 28 mit f - \; = d%F erfiillt.
Priife, ob 5 - d? 4+ 2n - d*% < m/(4 - n®!) ist.

Ol W=
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6. Falls alle drei Tests erfolgreich sind, gib aus

(X, X,L)|=|E|/4+2n-d" =m/4+ (5 -d* + 2n - d"F)
=m/4-(1£1/n").

7. Ansonsten gib ,,weify nicht“ aus.
Die Korrektheit des Algorithmus folgt unmittelbar aus Lemma 28|

Lemma 30. Sei F' € Form,, 3, mit 1/n'® < p < 1/n'*. Dann liefert Algo-
rithmus (29 bei Eingabe F mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n*) die Antwort
aus Schritt 6.

Die untere Schranke an p stellt keine Einschrankung dar, da wir ohnehin
von p > In*n/n'5 ausgehen. Der Grund fiir die obere Schranke ist folgender.
Bei der Konstruktion von GGo werden mitunter verschiedene Klauseln auf
dieselbe Kante projiziert. Je grofler p ist, desto héufiger passiert dies und
desto schlechter kann man aus der Kantenverteilung in Gy Riickschliisse auf
|(X, X, L)| ziehen.

Fiir F € Form,, 3, mit p > 1/n** kann man F in Teilformeln zerlegen
und diese separat priifen. Dazu konnte man beispielsweise die Literale in
k feste Gruppen Lq,...,L; einteilen. Die Teilformeln F; mit 1 < ¢ < k
enthalten dann genau die Klauseln der Form (- V -V z) mit z € L;. Da die
L; feste Gruppen sind, ist F; eine zuféillige Formel iiber L x L x L; und der
Projektionsgraph ein zufélliger Graph iiber L x L. Dabei sollte k£ nicht zu
grofl gewahlt werden, da die Projektionsgraphen sonst zu diinn werden. Eine
,verniinftige* Wahl fiir die Gruppenzahl k ist k = |[n'® - p| > 1. So gilt
Lemma (30 fiir jedes einzelne F; und mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?) fiir
alle F; gleichzeitig.

Mit dieser Idee erreichen wir Werte fiir p bis zu 1/4/n. Falls p noch grofier
ist, lésst sich das Problem kombinatorisch 16sen: Mit hoher Wahrscheinlich-
keit ist dann fiir jedes Paar b, ¢ € L die Anzahl der Klauseln von Typ (bVeV-)
am Erwartungswert p-2n > /n konzentriert, was sich leicht {iberpriifen ldsst.
Daraus folgt dann sofort, dass [(X, X, L)| ~n-n-(p-2n) = 4pn® ~ m/4 ist.

Zusammen mit dem Beweis von Lemma (30, den wir in Abschnitt [4.3.1
fithren, folgt

Lemma 31. Sei F' € Form,, 3, mit p > 1/n'. Dann ezistiert ein Polyno-
mialzeitalgorithmus, der bei Eingabe F mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?)
zertifiziert, dass

|(X7X7L>|F = m/4 (1 + 1/n0.1)

1st.
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Mit diesem Wissen konnen wir unseren Algorithmus fiir das Max3Sat-
Problem formulieren:

Algorithmus 32.
Eingabe: F € Form,, 3, und p mit p <1/Inn .

Priife, ob n grofl genug ist.

Priife, ob m = 8pn3 - (1 £ 1/4/n).

Priife, ob fiir alle z € L |(L, L, {z})| < 5pn? ist.

Priife, ob |(X, X, L)p| =m/4 - (1 £ 1/n%!).

Priife, ob ||A(F,p)|| < In*®n - pn'? ist.

Falls alle fiinf Tests erfolgreich sind, gib 7/8 - m - (1 +4/In%* n) aus.
Ansonsten gib m aus.

NGt

Die Korrektheit des Algorithmus, also warum aus den Schritten 1. — 5.
der sechste Schritt folgt, sehen wir in Abschnitt Dort besprechen wir
auch Schritt 1. und nennen alle Bedingungen, die n erfiillen muss, um ,,grof3
genug® zu sein.

Den Beweis des folgenden Theorems fithren wir in Abschnitt [4.3.2!

Theorem 33. Sei F' € Form,3, mit p > In*n/n'®, dann gibt Algorith-
mus 32 mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n3) die Antwort aus Schritt 6.

Je groBer p ist, desto mehr kann der Wert 4/ In"?® n aus Schritt 6. verbes-

sert werden. Wir verzichten in der Analyse jedoch darauf, diese Moglichkeit
zu besprechen.

Beachte, dass die Klauselwahrscheinlichkeit p zur Eingabe von Algorith-
mus 32 gehort. Es ist jedoch moglich, darauf zu verzichten und p durch
p' = m/(8 - n®) anzundhern. Dann gilt wegen (4.1) mit hoher Wahrschein-
lichkeit p’ = p + O(p*®' /n'47).

Die Matrix A’ = A(F,p’) unterscheidet sich in ihren Eintridgen etwas
von A = A(F,p). Die Abweichung bei jedem B-Wert ist jedoch durch
O(p°?! /n'47) beschriinkt. Das Gleiche gilt auch fiir die Abweichung der Er-
wartungswerte. Die Analyse von A’s Norm in Abschnitt 4.3.2 ldsst sich au-
genscheinlich auch auf A’ {ibertragen, so dass die gleichen Ergebnisse auch
mit A’ erzielt werden kénnen und p nicht zur Eingabe gehoren muss.

4.3 Beweise

4.3.1 Beweis von Lemma 30

Aus (4.2) folgt d ~ 4n*p mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—n®2%). Jede Kante
in G ist auf mindestens eine Klausel in F' zuriickzufiihren, also gilt |E|] < m.
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|E| kann aber kleiner als m sein, wenn verschiedene Klauseln auf die gleiche
Kante abgebildet werden.
Wir halten die Kante {b,c¢} mit b # c fest. Auf diese Kante werden
Klauseln der Art
(bVeV:) und (cVbV-) (%)

abgebildet. Die Wahrscheinlichkeit, dass von diesen 4n Klauseln mehr als 16
in F' vorhanden sind, ist

4n, 4\ 1
< T < ()T < [— ) < i
—(17> prsUm) s D5 ) S 3

Fiir den Fall b = ¢ ist diese Wahrscheinlichkeit noch geringer. Summieren
wir diesen Wert {iber alle méglichen (*")') < 3n? Kanten (inkl. Schlingen),
stellen wir fest: Mit Wahrscheinlichkeit 1—1/n* verlieren wir an keiner Kante
mehr als 15 Klauseln aus F'.

Sei Xy, die Indikatorvariable fiir das Ereignis ,,Bei Kante {b,c} gehen
Klauseln verloren® und X = ) X{b,ey die Anzahl der Kanten, wo wir Klau-
seln verlieren. Dann ist wegen obiger Uberlegung |E| > m — 15 - X mit
Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n?.

X{pey ist 1, wenn zwei der Klauseln aus (%) in F' existieren. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist < (4") - p? ~ 8n?p?. Summieren wir iiber die (2"; 1)

2
moglichen Kanten in G5, erhalten wir

2n+1

E[X] < 8n%p* - (14 0(1)) - ( 5

) ~ 16n*p? ~ d*.

Mit Fakt [16] ergibt sich
Pr[X > 1.1-d%] <exp(—Q(d%)) < exp(—Q(n)) .
Also ist mit Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n* — exp(—=(n)) > 1 —2/n?
E|>m—15-1.1-d* >m —20-d*.

Als néchstes untersuchen wir, warum G mhW. den Test aus Schritt 4.
besteht. Das dafiir notige ,,spectral gap“ beziehen wir aus Theorem 2| Da-
zu konstruieren wir geeignete Modellparameter, so dass M*y, «y, genau der
Adjazenzmatrix von G5 entspricht.

. 10

Sei dazu k =2, D = 01
Mengen entsprechen also Kopien von L. Die Kante {b,c} wird genau dann
nicht in G5 eingefiigt, wenn keine der 4n Klauseln aus () in F' existiert. Dies

und V; = {i} x L. Die beiden gepflanzten
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geschieht mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)**. Damit ist die Kantenwahrschein-
lichkeit in Gy p' =1 — (1 — p)*" ~ 4np.
Wir setzen alle Gewichte w,, auf w = 2n - p’ und erhalten fiir u,v € V;
w Wy (2n-p')-(2n-p) ,

w
Prla, = 1] = dyp - =220 — 1. _
tla J=du w-2n (2n-p')-2n b

und als erwarteten Grad w), = w, = p’ - 2n = w. Da die gleiche Situation
fiir u,v € V4 gilt, ist der erwartete Durchschnittsgrad w’ = w = 2np’. Die
Normierung von A zu M hat damit keinen Effekt.

Wegen w!, = 2n -p’ ~ 8n*p > /n sind mit Wahrscheinlichkeit 1 —
exp(—n®?%) alle Knotengrade maximal zweimal so gro wie deren Erwar-
tungswert w’.

Mit der Wahl C; = 5 geht dann aus den Ausfithrungen ab Seite 30
E[[V\U]|] < exp(—Q(y/n)) hervor. Die Markov-Ungleichung zeigt sofort:
Mit Wahrscheinlichkeit 1 —exp(—Q(y/n))-n ist V' = U. Es miissen also keine
Zeilen oder Spalten aus M geléscht werden und M* = M.

M*v, «v, und die Adjazenzmatrix von G unterliegen demnach dem glei-
chen Zufallsprozess und wir konnen die Erkenntnisse aus Theorem 2| auf G4
iibertragen.

Beachte, dass Theorem 2 mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n) gilt. Dieser
Wert rithrt von der dort berechneten Schranke an |V \ U|, die auch in diinnen
Zufallsgraphen des Modells gilt. In unserem (dichteren) Fall gilt |V \ U| =0
aber mit der hohereren Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—(y/n)) - n. Dadurch
wird die Restwahrscheinlichkeit von Theorem 2/ nun von anderen Teilen des
Beweises bestimmt und verringert sich deshalb von O(1/n) auf O(1/n*).

Es gilt also fiir A, die Adjazenzmatrix von Gy mit Wahrscheinlichkeit
1—0(1/n"):

L 1A 1= 2n-(1+0(1/NT)).
2. Fir u,v mit [|ul]| = ||v|]| =1 sowie v L 1 oder v L 1 gilt

[u' - A-v| =0(WVw').

Aus der Courant-Fischer-Charakterisierung der Eigenwerte (Fakt [5) er-
halten wir sofort \; = w’ - (1 +0 (1/\@')) und max;~1 |[\| = O (\/ﬁ) Mit
w' =2n-p ~ 8n?p ~ 2d folgt

max || <O (Vi) <d = [\
1>

Damit erfiillt G5 die erste Bedingung des Lemmas 28.
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Fiir die zweite Bedingung miissen wir zeigen, dass 1t-e; > (2n)-/1 — f2,
wobei f = d*®/\; nach obiger Uberlegung ©(d—%4) ist. Seie; =a-1+b-u
mit [|ul| = v2n, v L 1 und a® + b* = 1. Dann gilt wegen Theorem (2|

el-Aep = a®1'-A-1+0(b-Vd n)
= 1'"A1-0>1"-A-1+00b-Vd-n)
= 1" A-1-0(*-d-n)£0(b-Vd-n).

Da e der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert ist, muss e}-A-e; > 1*-A-1 sein.
Also miissen die beiden letzten Summanden insgesamt > 0 sein und somit
O(b*-d-n) = O(|b| - Vd - n). Dies ist nur dann erfiillt, wenn |b| = O(1/+/d)
ist, also a = v1 —b> = \/1 —0O(1/d). Wegen 1" - ¢; = 2n - a folgt Punkt 2.
von Lemma 28 mit f = d~%4.

Zuletzt sehen wir uns an, warum F mhW. Schritt 5. besteht. Wegen (4.2)
ist mit Wahrscheinlichkeit 1 — exp(—+/n) die Zahl der Klauseln m ~ 8n3p >
8 -n. Nun gilt

2 2 1.6
e (MY ™ _ oMo ™) 2 (T
#=(5) =5z =mo(iz) =o(w) = ()
und
0.6 0.6 0.6
0.6 _ m _ m 0.5 _ m 1/3 _ m

Also besteht F' mit Wahrscheinlichkeit > 1—O(1/n%) jeden der drei Tests. [

4.3.2 Beweis von Theorem [33|

Schritt 2. und 3. von Algorithmus [32 lassen sich leicht durchfithren. Unsere
Uberlegungen bei der Modellbesprechung in Abschnitt[4.1 zeigen, dass beide
Gleichungen mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?) korrekt sind.

Laut Lemma |31 lésst sich Schritt 3. so implementieren, dass die Priifung
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit erfolgreich ist. Die untere Schranke an n
in Schritt 1. ergibt sich wéhrend der folgenden Herleitung.

Es bleibt zu zeigen, dass [|A(F,p)|| mit Wahrscheinlichkeit 1 — O(1/n?)
maximal In®®(n) - pn'® ist. Der Beweis basiert auf der Technik aus [FK81].

Sei also F' € Form,, 3, mit p > In*(n)/n'%. In den folgenden Rechnungen
tritt sehr hiufig der Term p - n'® auf. Zugunsten der Ubersicht kiirzen wir
diesen durch f = p-n'® ab und halten fest, dass f > In* n ist.
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Die Matrix A = A(F, p) wurde folgendermaflen definiert: Fiir by, by, 2 € L
sei
—1 falls (b1 V b2 V Z) el

p/(1 —p) sonst

Dann ist die (2n)? x (2n)?-Matrix A = A(F,p) = (ablcl,b2C2)(bl,q),(bz,cz)eL?
gegeben durch

Bb1bgz = Bblb22<F7p) = {

0 falls (bh b2) = (Cl, Cg)
Ao bacz = Z(Blnbzz : BC1022 + Bbzblz ’ BC2612) sonst ’
z€L

Beachte, dass A symmetrisch ist.
Da jede mogliche Klausel mit Wahrscheinlichkeit p in F' eingefiigt wird,
gilt fiir alle by, 60,2 € L

B(Bu] =p (1) + (1=p) 77 = —p+p=0. (4.3)

Mit der Linearitat des Erwartungswertes haben damit auch alle Eintrage von
A den Erwartungswert 0.

Seien A\; > ... > A(g,)2 die (reellen) Eigenwerte von A. Wir setzen A =
|A|l = max{\, —=A@n)2}. Fiir k = gerade gilt

(2n)?

AP < Spur [A*] = Z Ak

und damit E [)\k] <E [Spur [Ak]] . Wir zeigen weiter unten, dass fiir k ~ Inn

E [Spur [A*]] < (In*’n - f)F (4.4)
ist. Daraus folgt mit der Markov-Ungleichung
E [\
PrA>In*n-f] = Pr[\*>(n*n- f)f] < ﬁ
k 33,
E [Spur [A¥]] < (In*n - f)k — o(1/n10).

(In*°n - f)k (In*°n - f)k
Es bleibt zu zeigen. Aus der Definition von A* folgt unmittelbar

2n 2n 2n 2n
k
Spur A E E E E Abycy,bace * Abaca,bzes * " Abgey,bicy (4'5)

bi=lci1=1 bp=1cp=1
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Falls (by, b1) = (cx, 1) oder fiir ein i (b;, bi11) = (¢4, cip1) gilt, ist wegen der
Definition der a’s das gesamte Produkt ap,c, pye, * Qbyes bses * - - - * Qbepbrer = -
Daher kénnen wir im Weiteren davon ausgehen, dass (b;, b;11) # (¢4, ¢iqp) fiir
1 <i < kund (b, b1) # (cx,c1). Setzen wir die Definition der a’s in (4.5)
ein, erhalten wir

Spur [Ak:| == Z Z (Z Bb1b2z1 : Bclczz1 + Bb2b121 : B020121)> ’

b1,...,bp C15e-sCk \21EL

' (Z (Bbkb1zk : Bckclzk + Bblbkzk ’ BCICka)>

zr€L

- Z Z Z (Bblbzz1 ’ Bc1czz1 + Bb2b1z1 : BC251Z1) .

'(Bbkb12k ) Bckclzk + Bblbkzk ’ BC1Cka) :
Multiplizieren wir jetzt noch alle Faktoren aus, entstehen 2¢ Terme
Xj :Xj(bla---7bk7cly--~;ck7217-~-7zk)7

so dass

swla]= ¥ Y S,

Dabei hat jedes X; die Form
XJ.:B/BI'B’YI 'Bﬂz'sz""'Bﬁ - B

k Vi

(4.6)

mit §; = bibip12; und 9 = ¢icip12; oder B; = biybiz; und v = 62 fiir
1 <@ < k und analog mit 1 statt ¢ + 1 fiir ¢ = k. Beachte: Aufgrund obiger
Annahme gilt 3; # ;.

Sei C' = (by,...,bg,c1y...,¢,) und Z = (z1,...,2;). Dann sei |C| =
{b1,...,bk,c1,...,ce | und |Z] = |{z1,..., 2 }| die Anzahl der verschiede-
nen Elemente in C' und Z. Wir werden zeigen

E [Spur [A*]] ZZ Z Z ZE[Xj] < (In**n - f)*

c=1 z=1 Z
ICI |Z|==
Zunichst beweisen wir, dass fiir groe Werte von ¢ und z E[X;] = 0 ist.
Dadurch miissen wir im Weiteren nur noch

k42 k/2

E [Spur [A*]] ZZ Z Z ZE (4.7)

c=1 z=1
ICI IZI



4.3. BEWEISE 99

abschétzen.
Seien also C' und Z feste Folgen mit |C| = ¢ und |Z| = z. Dann sei
X; = Bg, - By, - ... Bs, - B,, ein beliebiger der 2" zugehorigen Terme.

Wenn z > k/2 oder ¢ > k + 2 ist, gibt es einen Faktor Bs; in X, der nur
einmal auftritt. Da E[Bs] = 0 ist und Bj von allen anderen Faktoren in X
unabhéngig ist, gilt E[X,] = 0.

Angenommen, es gibt keinen solchen Faktor Bs. Wir gehen von links
nach rechts entlang des Ausdrucks (4.6)). Es gibt exakt z Pldtze, an denen
ein Element aus Z erstmalig auftritt. An jedem solchen Platz entstehen so
2 B-Faktoren, die zuvor nicht auftraten. Also enthélt X, mindestens 2z ver-
schiedene B-Faktoren. Da jeder dieser 2z Faktoren mindestens zweimal in
X, auftreten soll, muss 2k > 4z gelten, also z < k/2.

Wir gehen erneut in X; von links nach rechts, um ¢ < k + 2 zu zeigen.
Die beiden ersten B-Faktoren nehmen hochstens vier verschiedene Elemente
von C' auf. In allen restlichen B-Faktoren tritt maximal ein Element aus
C erstmalig auf, da der jeweils andere Platz durch ein Element aus einem
vorherigen B-Faktor belegt ist. Also brauchen wir (abgesehen von den beiden
ersten B-Faktoren) mindestens ¢ — 4 weitere Faktoren, um die restlichen ¢ —4
Elemente zu verteilen. Es gibt also 24 (¢ —4) = ¢ — 2 paarweise verschiedene
Faktoren. Wenn jeder davon zweimal auftreten soll, muss 2(c —2) < 2k, also
¢ < k+ 2 sein. Also gilt (4.7).

Sei B, ein beliebiger Faktor, der genau r-mal, r > 2, in X, auftritt. Da
wir von p < % ausgehen konnen, gilt

BlEt =p- (-0 + (=) (1) <ot gl <o
¢ 1—p (I—p)!

Wie wir oben gesehen haben, existieren mindestens max{2z, ¢ — 2} verschie-
dene B-Faktoren in X;. So kénnen wir abschétzen

E [X_]] < (2p)max{2z,072} )

Beachte, dass die rechte Seite nur noch von ¢ und z abhingt. Wir haben

k42 K/2
E [Spur [Ak]] < Z Z Z Z ok . (2p)max{227c—2} .
c=1 2=1 C Z
|Cl=c |Z|=2
Fiir ein festes ¢ konnen wir jedes C' mit |C| = ¢ durch folgenden Prozess

konstruieren: Als ersten wihlen wir aus den L Elementen ¢ aus, die wir dann
iiber die 2k moglichen Plitze verteilen. Also gibt es maximal (2n)¢ - ¢?* <
(2n)¢ - (2k)?* mogliche Folgen C.
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Analog schitzen wir ab, dass es maximal (2n)* - 2% < (2n)* - k¥ mogliche
Folgen Z mit |Z] = z gibt. Damit gilt

k+2 k/2 k+2 k/2
Z Z Z Z ok . max{2z,c—2} < Z Z odk nets . kdk’ . pmax{2z,c—2}.
c=1 z=1 c=1 z=1

\C| \Z|

Als néchstes schiitzen wir nct* . pm@{22¢=2} nach oben ab. Falls 2z > ¢ — 2
gilt, ist ¢ < 22 + 1 und mit p = f/n'

nctz . pmax{Qz,072} < n3z+1 (f/nl 5) f2z <n- fk
Im Fall 2z <¢—21ist 2 <¢/2—1 und

netz. pmax{2z¢72} < n1.5-c71 . (f/n1.5)072 — n2 . fcfQ < n2 . fk )

Also gilt
k+2 k/2 L
[AM]] < ok | 1.3k koo 9 otk 3k 2 gk
E [Spur | ; ; R on? fF < (k4 2) - B E°F-n® - f

Sei nun k die kleinste gerade Zahl > Inn, dann kénnen wir die rechte
Seite fiir ausreichend grofie n durch (O(In®n) - f)* abschiitzen. Damit gilt

E [Spur [A*]] < (In**n - f)F.

4.3.3 Korrektheit von Algorithmus

Sei F' € Form, 3, mit In*n/n'> < p < 1/lnn und X C L mit |[X| = n
beliebig. Fiir jedes z € L sei d, = |(X, X, {z})] und

d= Zd (d,—1)
z€L

Der Wert von d entspricht also genau der Anzahl der Kanten, die in G4
innerhalb X x X liegen.
Aus Schritt 2. und 4. erhalten wir fiir ausreichend grofie n

Zdz = |(X7X,L)| = m/4(1:|: 1/n0.1)

z€L
1 1 2
— 3 _ 3
= 2pn°- (1j: \/ﬁ> . (1i_n0.1) =2pn” - (1:t—n01)
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Sei y der m?-dimensionale charakteristische Vektor von X x X. Wegen
X'x = |X x X| = n? gilt [x'Ax| < n?-||A]. Mit der Definition von A
erhalten wir

n? - ||A|| = |XTAX| = Z Apyc,bacy

(b1,b2,c1,02)EX*

= Z Z(Bblb2z ' Bclc2z + Bbzblz : BC2ClZ>

(b1,ba,c1,c2)€X? 2zEV
(b1,b2)#(c1,¢2)

= 2. Z Z Bblbgz : B01CQZ .

(b1,ba,c1,c2)EX? zEV
(b1,b2)#(c1,¢2)

In obiger Doppelsumme konnen drei verschiedene Produkte auftreten, je
nachdem welche Klauseln in F' vorhanden sind und welche nicht. Sind (b V
by V 2) und (c; V ¢ V z) vorhanden, ist das Produkt laut der Definition der
B’s (—1) - (—=1) = 1. Dieses Produkt tritt genau d mal auf.

Fehlt die Klausel (by V by V 2), wihrend (¢; V ¢2 V z) vorhanden ist, so ist
das Produkt —p/(1—p). Fiir (b; VbyV z) bleiben also bei festem z von den n?
moglichen Klauseln der Art (X V X V{z}) noch n? — d, zur Auswahl. Wegen
Schritt 3. ist dies n? - (14 5p). Fiir (¢; V ¢a V 2) stehen genau d, Klauseln zur
Verfiigung. Insgesamt tragen diese Produkte zu obiger Summe also

S n (1£5p)d. =~ (1£5p) Y d.

zeL

1+5p 2
P _— . 2' . 3- —
= —p-n ) 2pn (1 + n0-1>

= —2p2n5-(1:t ! )
Vinn

bei. Der letzte Schritt gilt fiir n gro3 genug. Das Gleiche gilt fiir den Fall
(by VbyVz)€e Fund (g Vea Vz) ¢ F.

Fiir den Fall, dass weder (b; V by V 2) noch (¢; V ¢y V 2) in F enthalten
sind, hat das Produkt den Wert p?/(1 — p)?. Dies trifft auf

> (0’ —d.)- (n® —d.—1)=2n-n"- (1£5p)-n” (1+06p)

z€L



102 KAPITEL 4. MAX3SAT

Kombinationen zu. Demnach steuern diese Produkte einen Wert von

1+ 1+ 1
(1-p) Vinn

bei, wenn n grofl genug ist.
Insgesamt erhalten wir

1 1
n2-|lAll > 2-’d—42n5-(1i >+22n5-(1i )’
1A= P Jinn) TP Vinn

= 2-’d—2p2n5-<1:|: \/13_)‘
nn

Wegen [|[A| < In*°n-p-n'® < p?n?/vInn folgt

d = 2p°n® - (1 + \/11_7) : (4.8)

Beachte, dass dieser Wert ~ |Ey4| /16 ist.
Daraus wollen wir nun |(X, X, X)| ~ pn?® folgern. Es ist

d = Y dfd.—1)=) d2-> d.

z2€L z€L z€L
2
2 2 3
= Y d2+> d —2pn '<11W>' (4.9)
zeX z¢ X

Wegen der Jensen-Ungleichung (sieheA.6) ist D d? minimiert, wenn

alle d, an ihrem arithmetischen Mittelwert (X, X, X)| /n sind. Demnach ist

XX XON (XX, X))
zeX n n
Genauso gilt
X, X, L\ X)|?
z2¢X n
Sei nun |(X, X, X)| = pn®- (1 +4). Dann ist
(X, X, LA X)| = [(X, X, L)] - [(X, X, X))
2
= 2pn®. (1:I:W> —pn® - (146)

= pn3-(1—5)~(1i%).
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Beim Einsetzen von (4.10) und (4.11) in (4.9) ergibt sich so

P ) O L ECE T V00 O (1 s i)

B n n
> p*n® - (14 0)2 +p*n® - (1 —6)* £ O(p*n®/n"t)

= 2p"n°- (1+6°+0(n™"),

da p > In*n/n'? ist. Mit (4.8) folgt

4
22n5-<1i )>22n5- 1+46*+0(n™*
p i)z ( (n™"7)
bzw. 4/vInn > 62 — O(n™"1), also |6] < 3/In"* n fiir n grof genug. Mit
m = 8n’p-(1£1/n"") folgt |(X, X, X)| > m/8-(1—4/ In>* n) fiir ausreichend
grofle n und damit die Korrektheit des Algorithmus. O
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Anhang A

Elementare Abschitzungen

n e-n\k
1. < |— i
Al <k)_< ? ) fiir k£ grofl genug
k

Stirlings Formel (siehe z. B. (8.103h) in [BSMMO05]) besagt k! = (£)" -
V2rk - (1+ O(1/k)) > (k/e)*. Es ergibt sich fiir ausreichend groe k

n <n’“< n*  fe-n g
k) = k' = (kfe)  \ k)~
A2 1+z<efirallezeR
Wir betrachten die Differenzfunktion f(z) =e* — 2 — 1. Dann ist

f'(=)
und () =

e’ —1
X

Wegen f”(z) = e” > 0ist f konvex. Da f’(0) = 0 ist, ist das Minimum
von f bei f(0) = 0. Daher ist f fiir kein x € R negativ, also 1 +z < e”.

A3 e —1<e 2?2+ firer<c
Erneut untersuchen wir die Differenzfunktion f(x) = e°- 2?/2 + = —
(e® —1). Deren Ableitungen

fl(z)=exz+1—¢"

und  f(z) =€ —¢€”
zeigen, dass f fiir z < ¢ konvex ist und das (wegen der Konvexitéit

einzige) Minimum im Intervall (—oo : ¢] bei f(0) = 0 liegt. Daher ist f
in diesem Intervall > 0.
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A4

A,

A.6.

ANHANG A. ELEMENTARE ABSCHATZUNGEN

k-x-In(k/x) ist fiir 0 < z < k/e monoton wachsend in z
Die erste Ableitung nach x
Ik -x-In(k/x)) 1 —k

pe :k-ln(k/x)+k-x-k—/x~?:k-(ln(k/:r;)—l)

ist fur 0 < z < k/e positiv.

Firxz € (0:1) ist —logx < 4/y/x.
Die erste Ableitung von f(x) =4/+/x + logx ist

by 2 I 1 1 1 2
fo) ===+ s s (m—ﬁ> -
Fiir z < 1 ist der letzte Faktor negativ und wegen x > 0 das gesamte
Produkt. Also ist f in diesem Intervall monoton fallend. Zusammen
mit f(1) =4 > 0ist f folglich im ganzen Intervall (0 : 1) positiv, also
ist 4/y/x > —log x.

Seien x1, 9, ...,z reelle Zahlen. Dann gilt fiir jede konvexe Funktion
f:R—=R:

k

Zf(wnzgf(%) =kf<2k‘71x)

=1

Diese Beziehung stellt einen Spezialfall (alle \; = 1/k) der folgenden
Jensen-Ungleichung ([Jen06]) fiir konvexe Funktionen dar.

Fakt 34. Se: f : R — R eine konvexe Funktion und xi,xs,...,x beliebi-
ge reelle Zahlen. Seien auflerdem X1, Ao, ..., \p positive reelle Zahlen, deren
Summe 1 ist. Dann gilt

f (ka> <N fla),

Beweis. Fiir k = 1, folgt sofort Ay = 1 und damit f(1-x;) < 1- f(z1), was
immer wahr ist. Sei nun k£ = 2. Da f konvex ist, liegt die Gerade g durch die
Punkte (x1, f(z1)) und (x2, f(22)) im Intervall [x;, 25| nie unter der Funktion
f. Mit der Darstellung

(z1 =) + f(21)
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T X2

Abbildung A.1: Lagebeziehung zwischen f und g.

von g erhalten wir g(Ay - @y + Ay - x2) = Ay - f(z1) + Ao - f(x2):

f(z2) — f(21)

g -z + Ay - x) = “(r1 = (A -2+ Ao 22)) + fla)

:%-((1—)\1)-x1—/\2-l’2)+f($1)
:%.@Ml—xmmﬂxﬂ

= (f(z2) = f(w1)) - Ao + f(21)
= f(@1) - (L= X2) + A2~ fl@a) = A1 f(w1) + Ao~ f(22)
Damit folgt die Behauptung, weil
FOq -2+ XA 22) <g(M -2+ g 2a) = A - f1) + A - fxe)

ist.
Den Fall £ > 2 beweisen wir induktiv. Den notigen Induktionsanfang
haben wir fiir k& = 2 schon bewiesen. Sei nun also k£ > 2. Wir zerlegen die

Summe
k Ly

i=1

Mit dem Induktionsanfang ergibt sich
t—1

s
f(Z&%) S(l—/\k)'f(zlj\iAk'$i> + A fon) .

Wir schlieflen nochmals induktiv
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Die letzten beiden Ungleichungen ergeben zusammen

k—1 k

f (ZM:) <=M )7 jgk f@) A flag) =D N flw).

i=1 i=1

]



Thesen

Bei der Partitionierung von Graphen versucht man, die Knoten anhand ge-
meinsamer Merkmale zu gruppieren. Die Gemeinsamkeiten ergeben sich aus
der Verteilung der Kanten. Man kann zum Beispiel versuchen, eine 3-Farbung
(keine Kanten innerhalb der drei Mengen) zu finden. Da bereits die Entschei-
dungsvariante dieses Problems NP-vollstindig ist, sind keine Polynomialzeit-
algorithmen fiir dieses Problem zu erwarten.

Um average-case-Aussagen zu erhalten, pflanzt man in einen — ansons-
ten zufilligen — Graphen eine 3-Farbung ein. Nun analysiert man, inwieweit
Algorithmen in der Lage sind, die gepflanzte 3-Férbung zu rekonstruieren.
Alon und Kahale [AK97] konnten zeigen, dass dies in Polynomialzeit gelingt,
wenn das G, ,-Modell zu Grunde liegt. Dabei bediente sich ihr Algorithmus
spektraler Methoden.

Das G, ,-Modell représentiert reale Graphen unzureichend, da alle Kno-
ten den gleichen erwarteten Grad haben. Natiirliche Graphen wie der des www
oder auch soziale Netzwerke haben eine sehr irregulire Gradverteilung (z. B.
power-law). Man geht daher auf allgemeinere Modelle iiber. Zum Beispiel auf
das Chung-Lu-Modell, wo der erwartete Grad jedes Knotens frei festgelegt
werden kann.

These 1 Spektrale Methoden helfen, das Problem auch im Chung-Lu-
Modell mit gepflanzter 3-Féarbung in Polynomialzeit zu losen. Die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit geht mit wachsender Knotenzahl gegen 1.

Es gibt noch zahllose andere Partitionierungsprobleme. Daher ist man an
Algorithmen interessiert, die nicht wissen, welche Struktur in den Graphen
gepflanzt wurde, sondern sich an unterschiedliche Situationen anpassen. Man
spricht vom allgemeinen Partitionierungsproblem.

These 2 Mit spektralen Methoden lésst sich eine (fast) beliebige gepflanzte
Partition in Polynomialzeit wiederfinden. Die Erfolgswahrscheinlichkeit geht
mit wachsender Knotenzahl gegen 1.
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Fiir das Chung-Lu-Modell mit gepflanzter Partition wurden in [DHMO04]
erste Ergebnisse erzielt, die jedoch recht dichte Graphen voraussetzen.

These 3 Um das allgemeine Partitionierungsproblem im Chung-Lu-Modell
mit gepflanzter Partition zu lésen, geniigt es, dass die Kantenzahl linear in
der Knotenzahl ist.

Die Thesen 1-3 wurden in Kapitel 2 der Arbeit bestétigt.

Das Verfahren aus [DHMO04] ist unpraktikabel, da zur Eingabe Informatio-
nen gehoren, die bei realen Graphen nicht zur Verfiigung stehen. Die folgende
These (die alle vorherigen erweitert) konnte in Kapitel 3 bestatigt werden.

These 4 Es gibt einen Algorithmus fiir das allgemeine Partitionierungspro-
blem im Chung-Lu-Modell mit gepflanzter Partition mit den Eigenschaften:

- Die Eingabe besteht ausschliefllich aus dem Graphen.

- Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.

Der Anteil der falsch gruppierten Knoten geht mit wachsendem Durch-
schnittsgrad gegen 0.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit geht mit wachsender Knotenzahl gegen 1.
Es geniigt, dass die Kantenzahl linear in der Knotenzahl ist.

Ein anderes fundamentales Problem ist Max3Sat. Bei einer gegebenen
aussagenlogischen Formel in 3KNF ist das Ziel, eine Belegung zu finden, die
moglichst viele Klauseln wahr macht. Genauso interessant ist es, eine obere
Schranke fiir die Anzahl der gleichzeitig erfiillbaren Klauseln zu finden. Da
dies co-N'P-schwer ist, untersucht man auch hier, wie gut das bei zufilligen
Instanzen moglich ist.

These 5 Es gibt einen Algorithmus fiir Formeln, generiert im Form,, 3 ,-
Modell, mit den Figenschaften:

- Die Eingabe besteht aus der Formel und p.

- Der Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.

- Der Algorithmus gibt stets eine obere Schranke.

- Die Wahrscheinlichkeit fiir eine nahezu optimale Antwort geht mit
wachsender Knotenzahl gegen 1.

- Es geniigt, dass die Klauselzahl > In*n - n!®

ist.

Kapitel 4 zeigt, dass auch diese These korrekt ist.
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